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Resumo

Estudos recentes demonstraram que a correntropia ¢ uma ferramenta eficiente para
analisar momentos estatisticos de ordem superior em ambientes de ruido ndo gaussianos.
Embora a correntropia tenha sido utilizada com dados complexos, nenhum estudo tedrico
foi realizado para elucidar suas propriedades ou seu uso em problemas de otimizagao.
Sendo assim, baseado em uma interpretagdo probabilistica, este trabalho apresenta uma
nova medida de similaridade entre duas varidveis aleatorias complexas, definida como
correntropia complexa. As suas propriedades sdo estudadas bem como seu uso enquanto
funcao custo no Critério de Maxima Correntropia Complexa (Maximum Complex Corren-
tropy Criterion — MCCC). O MCCC ¢ aplicado a um algoritmo de gradiente ascendente e
numa nova soluc¢do recursiva baseada em ponto fixo. Para testar a robustez dessa nova me-
dida em ambientes com ruidos ndo gaussianos, aplica-se a correntropia complexa como
funcdo custo em um problema de identificacdo de sistemas, num problema de equaliza-
cdo de canal e de amostragem compressiva. Também € mostrado como a correntropia
complexa pode ser aplicada ao problema de similaridade entre angulos. As simulacdes
demonstram vantagens proeminentes quando os métodos propostos sdo comparados a
métodos cldssicos da literatura.

Palavras-chave: Correntropia, dados complexos, medida de similaridade



Abstract

Recent studies have demonstrated that correntropy is an efficient tool for analyzing
higher-order statistical moments in non-Gaussian noise environments. Although corren-
tropy has been used with complex-valued data, no theoretical study was pursued to elu-
cidate its properties, nor how to best use it for optimization. By using a probabilistic in-
terpretation, this work presents a novel similarity measure between two complex-valued
random variables, which is defined as complex correntropy. Its properties are studied
as well as a new recursive solution for the Maximum Complex Correntropy Criterion
(MCCC) and two algorithms are derived, one based on the ascendent gradient and a se-
cond one on a fixed-point solution. Simulations were made in order to evaluate how robust
this new measure is to impulsive noise in different problems: liner system identification,
channel equalization and in a compressive sensing problem. It is also shown the appli-
cation of complex correntropy as a tool to analyse the similarity between angles. The
results demonstrate prominent advantages of the proposed method when compared with
the classical algorithms in the literature.

Keywords: Correntropy, complex-valued data, Similarity measure
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Notacao

Esta tese utiliza o seguinte padrdo de notacao:

Escalares sdo escritas por letras mindsculas em itdlico: a;

Constantes e varidveis aleatdrias sdo representadas por letras maidsculas: B;
Vetores sdo representados por letras minusculas em negrito: ¢;

Utilizam-se sempre vetores coluna;

» Matrizes sdo escritas usando letras maitsculas em negrito: D;

O superescrito ()7 € usado para indicar transposi¢do de matrizes € vetores;



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sdo apresentados em linhas gerais as motivacdes, objetivos, contribui-
coes e organizagdo desta tese.

1.1 Motivacao

Sinais pertencentes ao dominio dos nimeros complexos sdo encontrados em muitos
problemas de engenharia tais como comunicagdes, radar, biomedicina, geofisica entre
outras dreas de ciéncias aplicadas [Schreier e Scharf 2010]. Isso se dd em virtude da
modelagem do problema ou pela prépria natureza da aplicacdo [Mandic e Goh 2009].
Dessa forma, € conveniente utilizar algoritmos que possam processar esses dados nesse
dominio, mantendo suas caracteristicas originais [Adali e Haykin 2010].

A correntropia € uma medida de similaridade que foi definida em 2006 pelo grupo de
pesquisa do laboratério de computacdo em neuro-engenharia (CNEL) liderado pelo pro-
fessor José Carlos Principe [Santamaria et al. 2006]. Ela é capaz de extrair informagdes
estatisticas de ordens superiores, generalizando a correlacdo [Liu et al. 2007]. Isso faz
com que essa medida tenha um desempenho superior quando comparada a métodos que
utilizam estatistica de segunda ordem, principalmente em ambientes contaminados por
ruidos nao gaussianos [Principe 2010].

Apesar do relativo pouco tempo desde sua primeira publicagdo, o estudo dessa medida
tem crescido na comunidade cientifica e seu uso tem se massificado nas mais diferentes
areas da engenharia e em aplicacdes como reconhecimento facial [He, Zheng e Hu 2011],
filtragem adaptativa [Chen et al. 2014], classificacao [Cao et al. 2018], reconhecimento
de padroes [He, Zheng, Hu e Kong 2011], andlise de componentes principais [He, Hu,
Zheng e Kong 2011], filtros de Kalman [Dang et al. 2019], clustering [Hao et al. 2015],
reconhecimento de patologias vocais [Fontes et al. 2014], entre muitos outros.

Entretanto, a correntropia foi definida somente no dominio real [Santamaria et al.
2006, Liu et al. 2007, Principe 2010], o que dificulta a aplica¢do da correntropia a toda
uma classe de problemas que envolvem dados de natureza complexa.
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1.2 Objetivos

O objetivo desta tese € fornecer o embasamento tedrico necessario para que a corren-
tropia possa ser aplicada a problemas que envolvam dados complexos.

1.3 Contribuicoes
Destaca-se as seguintes contribui¢des desta tese:

* Este trabalho define uma nova medida de similaridade entre varidveis aleatdrias
complexas denominada correntropia complexa;

* Propriedades dessa nova medida sdo estudadas para mostrar que a correntropia
complexa herda caracteristicas importantes da correntropia convencional;

* E definido o critério de maxima correntropia complexa (Maximum Complex Cor-
rentropy Criterion - MCCC), que estuda o uso da correntropia complexa enquanto
funcdo custo;

* Mostra-se duas solugdes a partir do MCCC, uma baseado no gradiente ascendente
e uma segunda em ponto-fixo;

* O MCCC ¢ aplicado ao problema de identificagc@o de sistemas lineares, equaliza¢ao
de canal, amostragem compressiva e similaridade entre angulos;

» Sao propostas 3 diferentes estratégias de kernel adaptativo para o MCCC que sao
estudadas no problema de identificacdo de sistemas;

+ E definida a métrica induzida da correntropia complexa (Complex Correntropy In-
duced Metric - CCIM);

* O MCCC e a CCIM sao aplicados a um problema de amostragem compressiva para
reconstruir sinais complexos esparsos.

1.4 Organizacao do trabalho

Esta tese estd organizada em mais 5 capitulos além desta introdu¢do. A fundamen-
tacdo tedrica para entendimento desta tese € apresentada no capitulo 2. Sdo abordados
brevemente conceitos relacionados aos numeros complexos, espaco de Hilbert e da me-
dida de similaridade correntropia. O Capitulo 3 define a correntropia complexa, estuda
suas propriedades e seu uso enquanto fungio custo no MCCC. E apresentada uma solu-
cdo baseada no gradiente ascendente e uma segunda em ponto fixo. Estratégias de kernel
adaptativo também sao estudadas nesse capitulo. A correntropia complexa é aplicada a
problemas de identificacao de sistemas lineares, equalizacdo de canal, amostragem com-
pressiva e similaridade entre dngulos no Capitulo 4. As conclusdes e perspectivas de
trabalhos futuros sdo discutidas no Capitulo 5.

Além disso, 6 anexos complementam o texto. O anexo A mostra a prova da corren-
tropia como integral de f,, na reta x =y. J4 o anexo B estuda a expansdo em série de
Taylor da correntropia com o kernel gaussiano. A correntropia complexa como integral
de fyy;s no plano x =y e z = s € visto no anexo C. A andlise da convergéncia do algoritmo
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de gradiente ascendente com a correntropia complexa como fungao custo é mostrado no
anexo D. Por sua vez, o anexo E mostra a dedugdo do algoritmo de ponto fixo sem usar
o célculo de Wirtinger. Por fim, o anexo F mostra uma proposta de kernel com retorno
complexo e prova que o mesmo € positivo definido.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Este capitulo apresenta brevemente a fundamentacio tedrica necessdria ao entendi-
mento desta tese. Primeiramente, um resumo sobre o dominio dos nimeros complexos é
apresentado. Em seguida, elementos necessdrios ao entendimento do espago de Hilbert
sdo apresentados. Por fim, explora-se a medida de similaridade denominada correntropia,
suas propriedades e seu uso enquanto fungao custo.

2.1 Nuameros Complexos

2.1.1 Historico

Os primeiros relatos referentes a raizes de nimeros negativos remetem a meados do
século I, nos trabalhos de Heron de Alexandria acerca de volumes de corpos geométricos
[Smith 1925]. Os registos seguintes sdo de aproximadamente 250 anos depois, quando
Diphantus buscava encontrar os lados de um tridngulo de didmetro 12 unidades e 4rea
7 unidades quadradas, resultando numa equacdo com raizes complexas. Mandic e Goh
(2009) indicam a origem dos nimeros complexos como uma consequéncia do desen-
volvimento humano. Assim como os nimeros naturais estdo relacionados a contagem
ou fracdes estdo relacionadas a compartilhamento, os nimeros complexos surgiram da
necessidade de solucionar equacdes do tipo x2 = —1. Hoje, os niimeros complexos sio
estudados e usados em diversas dreas do conhecimento como fisica, processamento de
sinais e matematica aplicada.

2.1.2 Introducao

Seja o nimero complexo z € C, tal que z=a+ jb, onde a,b € R, a é chamado parte real
do nimero complexo z, e pode ser obtido a partir da operacdo 2R(z) = a, enquanto que b é
chamada parte imagindria do nimero complexo z, obtida pela operagdo J(z) =b. j= V-1
¢ a unidade imagindria. Um niimero complexo z cuja parte real vale a = 0, ¢ denominado
puramente imagindrio. Se o nimero complexo z tiver a parte imagindria b = 0, trata-se
de um ndmero real, z€ R. Zero € o tnico nimero que €, a0 mesmo tempo, real e pura-
mente imagindrio. Dois nimeros complexos 71,2, € C sdo iguais se, e somente se, suas
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partes reais forem iguais (9R(z1) =9R(z2)) assim também como suas partes imagindrias
(3(z1) =3(z2)) [Ahlfors 1979].

2.1.3 Complexo Conjugado

O superescrito (-)* é usado nesse trabalho para indicar o conjugado do respectivo
nimero complexo. Assim, se z€ C e z=a+ jb, entdo z* =a— jb, onde a,b sdo nlimeros
reais. Vale salientar as seguintes propriedades. Sejam z,w € C:

(z+w)" =z"+w", 2.1
(zw)* =" w", (2.2)
(z")" =z 2.4)

E possivel obter as partes reais e imagindrias de um nimero complexo manipulando
ele e seu conjugado:

R(z) = Z+2Z*, (2.5)
3= JZ 2.6)

2.1.4 Médulo ou Valor Absoluto de um niimero complexo

O produto de um nimero complexo z pelo seu conjugado z* é sempre positivo ou zero.
A raiz quadrada desse produto € denominado médulo ou valor absoluto, ou seja:

27" =z|? = a® + b2 2.7)

Seja z,w € C, vale ressaltar as seguintes propriedades:

2] =]z"] (2.8)

lzw] = [z |w] (2.9)

2+ w]? = [z + [w]?> + 293 (zw™) (2.10)
|2+ w[ <[z +|w] (2.11)

A Inequacdo (2.11) é chamada desigualdade triangular.

2.1.5 Geometria dos nimeros complexos

Uma representagdo comum do nimero complexo z se dd a partir do uso de um par
ordenado (93(z),J(z)) num plano formado pelo eixo dos nimeros reais e pelo eixos dos
nimeros imagindrios, que é denominado plano complexo. Neste caso, pode-se referir ao
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Im

N Re

Figura 2.1: Plano complexo formado pelo eixo real e imagindrio. Numero complexo
z=a+ jb, formado pelo par ordenado (Pi(z),J(z)). Mddulo (|z|) e fase (0) também podem
ser usados para representar z. O seu complexo conjugado z* = a— jb também é mostrado.

ndmero complexo z como ponto z [Ahlfors 1979]. Uma outra alternativa de representa-
¢do do ponto z usando o plano complexo se dd através de suas coordenadas polares, ou
seja, usando o seu moédulo, também chamado de valor absoluto de z (distancia entre o
ponto z e a origem do plano complexo) e sua fase, também chamado de argumento (an-
gulo entre o médulo e o eixo real positivo). Além disso, a partir da férmula de Euler
exp(jx) = cos(x) + jsin(x), é possivel escrever um nimero complexo z como

z=z|(cos(8) +j sin(B)) = |z]exp(j0). (2.12)

Essa representacdo também € chamada de forma trigonométrica. A figura 2.1 sintetiza os
conceitos descritos acima.

2.1.6 Vetores e Matrizes Complexas

Por padrio, esta tese trabalha com vetores coluna. Utiliza-se a nota¢do z € CM*! ou
simplesmente z € CM para descrever a dimensdo de z, assim:

, (2.13)
M
onde z; €C,ek=1,... .M.

Seja Z uma matriz complexa de dimensao M xN, ou seja, M linhas e N colunas,
escreve-se Z € CM*N.
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211 ... ZIN
Z <

Z=| 2t o N (2.14)
M1 -+ ZMn

onde 7, €C,k=1,....Mel=1,...,N.

2.1.7 Operador Hermitiano

O operador hermitiano (-)¥ é usado na literatura relacionada ao processamento de
sinais complexos. Ele equivale ao conjugado do transposto do vetor ou matriz em questao.
Assim, por exemplo, o hermitiano do vetor complexo Z da Equacdo (2.13) é

=0z 5z, (2.15)

enquanto que o hermitiano da matriz complexa Z, expressa na Equacao (2.14) é:

zzl ZZV”
27 =z =2y =| Sz | (2.16)
AN - Imn

2.1.8 Funcoes Complexas

Ahlfors (1979) ressalta que o estudo de funcdes de varidveis complexas busca estender
o célculo a0 dominio complexo. Seja f uma fun¢do complexa f: D - C, é possivel
escrever f da seguinte forma [Mandic e Goh 2009]:

f(2) = u(2) + jv(2), (2.17)
ou ainda
f(z) = f(a,b) =u(a,b)+ jv(a,b). (2.18)
Como no dominio real, o limite de uma fungéo f(z) quando z tende a z é C:
lim (z) = (2.19)
720

s6 é valido se, e somente se, para qualquer € >0 existir um nimero 8 > 0 tal que | f(z) - | < €
e 0<|z—z0| < 3. A fungéo f serd continua se

lim f(z) = f(z0), (2.20)

para todo zg € D.

Uma vez estabelecido o conceito de limite € possivel dizer que, para que uma fungdo
complexa f(z) =u(z) + jv(z) seja diferencidvel em C, o limite (2.21) deve convergir para
um unico valor complexo independente de como Az — 0. Ou seja,
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% _ (2) = lim [u(z+ 82) + jv(z+ 82)] - [u(z) + jv(2)] 221)

Nz—0 AZ

Entretanto, como z = a + jb, deve-se considerar tanto Aa — 0 quanto Ab — 0. Assim,
¢ possivel reescrever a Equacgdo (2.21) como

Flab)=  lim [u(a+ &a,b+ Ab)+ jv(a+ sa,b+ Ab)]-[u(a,b) + jv(a,b)]
’ La—0,00—0 Aa+jAb

(2.22)

Vale ressaltar que nao importa como Az se aproxime de 0, seja pela parte real Aa — 0,

ou pela parte imagindria Ab — 0, o limite da Equacgdo (2.22) deve convergir para 0 mesmo

valor. Mandic e Goh (2009) afirma que é conveniente considerar nesse estudo os seguintes
casos [Needham 1997, Mathews e Howell 2012]:

Caso1l: Ab=0e 2a—0

Neste caso, temos:

[u(a+ &a,b)+ jv(a+ Aa,b)]-[u(a,b)+ jv(a,b)]

g (2.23)

"(a,b) = li
f'(a,b) Jim

Rearranjando a Equacao (2.23) para agrupar parte real e parte imagindria, temos:

u(a+ 2a,b)—u(a,b) N jv(a +2Aa,b)-v(a,b)

"(a,b) = li
f'(a.b) Aiglo Aa Aa

_du(a,b) . .0v(a,b) (2:24)
T ' oa
Caso2: Aa=0e &Ab—0
f’(a,b) — 11 [u(a7b+Ab)+jv(a7bJ'?Ab)]_[u(a7b)+jv(a7b)] (2.25)
Ab—0 ] Ab

A Equacgdo (2.25) pode ser rearranjada para agrupar a parte real e parte imagindria,
observando a unidade imagindria j no denominador:
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ADb)— Ap) -
f,(a,b):Al}jmou(a,b+ b) u(a,b)+,v(a,b+ b)-v(a,b)

jnb inb
- Im u(a,b+ A.b) —u(a,b) . v(a,b+ Ab)-v(a,b)

Ab—0 jAob Ab (2.26)
- m v(a,b+2b)-v(a,b) .u(a,b+2b)-u(a,b)

Ab—0 Ab Ab
_dv(a,b) .du(a,b)
"o T ob

Dessa forma, como as equacdes (2.24) e (2.26) devem ser iguais. Igualando as partes
real e imagindria das equacdes (2.24) e (2.26), temos:

du(a,b) _dv(a,b) dv(a,b)  du(a,b)

da o ' da b

que sdo as chamadas equagdes de Cauchy-Riemann [Ahlfors 1979, Mandic e Goh 2009].
Assim, para que uma fungdo f(z): C — C seja diferencidvel, ndo apenas as derivadas

parciais de du(a,b)/da e dv(a,b)[db devem existir mas, também devem satisfazer as
equagdes (2.27). Essa classe de fungdes € denominada analitica ou holomérfica.

(2.27)

Funcgoes holomoérficas

Neste sentido, na defini¢c@o clédssica de funcdo, apenas as fungdes holomoérficas (ana-
liticas) sdo diferencidveis no dominio complexo [Ahlfors 1979]. Para se testar se uma
func¢do f(z) é holomoérfica, basta aplicar o teste das equagdes (2.27). Por exemplo, a
funcdo f(z) = z2. Primeiro devemos reescreve-la da forma f(a,b):

f(z) = f(a,b) =2*
= (a+jb)*=a*+2jab+ j*b* (2.28)
= (a* - b?) + j(2ab)

Assim, temos que u(a,b) = (a®—b?) e que v(a,b) =2ab. Calculando as derivadas parciais,
temos:

a”(aﬂ y (2.29)
a
_a”(a‘zb) - 2 (2.30)
_av(a‘zb) b 2.31)
ov(a,b)

D) - 2a (2.32)

Podemos entdo verificar que as derivadas parciais acima atendem as equacdes de
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Cauchy-Riemann (2.27). Dessa forma, f(z) = z2 é uma fungdo analitica. As regras de
diferenciacéo se aplicam normalmente, portanto, f(z) = 2z.

Por dltimo, vamos analisar um exemplo pertinente, f(z) = zz*. Como no primeiro
exemplo, vamos reescrevé-la na forma f(a,b):

f(z) = f(a,b)=zz"
=(a+ jb)(a- jb)
- - 12

=a*+b*

(2.33)

Dessa vez, u(a,b) = a* + b* enquanto que v(a,b) = 0. Calculando as derivadas parciais,
temos:

_a”(a‘; D) _2a (2.34)
a”(a‘;’ b) o (2.35)
3V(B‘Z b) _, (2.36)
ov(a,b)

=0 (2.37)

Como se pode ver, por ndo atender as equagdes de Cauchy-Riemann, f(z) = zz* ndo é
analitica em C, ou seja, ndo pode ser diferenciada ou integrada. Neste caso, f(z) = zz* é
uma funcdo f: C — R. Esse tipo de fun¢do é muito comum na drea de processamento de
sinais onde, em geral, funcdes custo com resposta real e argumento complexo sdo usadas
em filtros adaptativos [Mandic e Goh 2009]. Para resolver esse tipo de problema, um fer-
ramental matematico denominado Célculo de Wirtinger € apresentado a seguir. Maiores
detalhes sobre diferenciacdo e integracdo de varidveis complexas podem ser encontradas
em Rudin (1987).

2.1.9 Calculo de Wirtinger

O célculo de Wirtinger, também chamado de CR—Célculo [Mandic e Goh 2009], foi
introduzido pela primeira vez em [Wirtinger 1927] e é baseado na dualidade entre os
espacos C e R2. Trabalhar em R? pode tornar os cdlculos muito mais longos, deseja-se
aproveitar a estrutura dos nimeros complexos para simplificar o processo.

Como ja fizemos outras vezes nesse capitulo, seja a funcdo complexa f: C — C, po-
demos trabalhar com a sua versdo no R2. Assim, a fungio f(z) pode ser escrita também
como

f(z) = f(a+jb) = f(a,b) =u(a,b) + jv(a,b) (2.38)

Escrevendo a e b usando a Equagio (2.5), temos:
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Z+7* z-z*
a=— eb= T (2.39)
Usando a regra da cadeia, € possivel escrever:
9 _3fda arab
dz da dz 0b 0z
af 1 df 1
== — + = — 24
a2 b 2j (2.40)
ol _ofj
da2 0b2
e
of a_f da . 8_f ob
dz* 0da dz* 0b 9z
of 1 df 1
=== - = — 241
da?2 0b2j (241)
_OfL 9f
" da2 db2

O ponto chave € considerar as varidveis z e z* como independentes entre si [Adali e
Haykin 2010]. Assim, colocando 1/2 em evidéncia na Equagéo (2.40), a derivada de Wir-
tinger, também conhecida como W-Derivada de f é definida da seguinte forma [Bouboulis
e Theodoridis 2011]:

daf _1(df .df
(3 73) @)

Da mesma forma, colocando 1/2 em evidéncia na Equagéo (2.41), a derivada conju-
gada de Wirtinger, também chamada de CW-Derivada de f pode ser definida como:

2y

da b

O trabalho de [Bouboulis e Theodoridis 2011] apresenta uma revisdo completa so-
bre as propriedades associadas ao Calculo de Wirtinger. Em sintese, para computar a
W-Derivada de uma dada funcdo f, que € expressa em termos de z e z*, basta aplicar as
regras de diferenciacdo sempre considerando z* como uma constante. De forma seme-
lhante, seguindo o mesmo raciocinio, para computar a CW-Derivada de uma fungdo f,
também expressa em termos de z e z*, deve-se aplicar as regras de diferenciacdo padrao
considerando z como uma constante [Bouboulis e Theodoridis 2011]. Assim, conside-
rando f como f(z) = zz*, como exemplo, pode-se concluir que:

o . o _

a—Z—z e Py Z (2.44)
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Uma outra grande vantagem do Calculo de Wirtinger € que quando aplicado a fungdes
analiticas em C, obtém-se a mesma resposta que utilizando a diferenciac¢do padrao.

2.2 Espaco de Hilbert

Antes de apresentar a definicdo de espaco de Hilbert (Hilbert Space) é necessério
mostrar, mesmo que brevemente, alguns conceitos importantes para o entendimento do
mesmo.

2.2.1 Espaco vetorial

Um espaco vetorial € uma conjunto de objetos denominados vetores que podem ser
somados e multiplicados por nimeros (escalares), permanecendo no mesmo conjunto
[Vetterli et al. 2014]. Para qualquer vetor x,y,z em V e a,b € C, os seguintes axiomas
devem ser seguidos:

* Comutatividade: X+y =y +X;

* Associatividade: (x+y)+z=x+(y+z) e (ab)x=a(bx)

* Distributividade: a(x+y) =ax+ay e (a+b)x=ax+bx

» Elemento neutro: Existe o elemento 0 em ) tal que x+0=0+Xx =X para todo X em

Vi
» Elemento oposto: Para cada x em ) existe um elemento unico —x em V tal que
x+(-x)=0;

* Identidade multiplicativa: Para cadaxem V), 1 -x =X.

Um exemplo de espago vetorial é CV que foi apresentado na se¢do anterior. Trata-se
do espaco vetorial formado de vetores complexos de dimensao finita:

CcN = {X: [x1x2 ... xn]7 |x,€C,ne {1,2,...,N}} (2.45)
Outro exemplo interessante € o espaco vetorial de fun¢des complexas sobre R, ou seja:

CR = {x|x(t) eC,t eR} (2.46)

2.2.2 Produto interno

Sejam x,y,z€ ) e (a € C), designa-se como o produto interno em um espago vetorial
V sobre C a fungdo complexa (-) definida em V' x ) com as seguintes propriedades:

* Distributividade: (X+y,z) = (X,z)+(y,z) ;

* Linearidade no Primeiro argumento: (ax,y) = a(X,y);

* Simetria Hermitiana: (X,y)* = (y,X);

* Positivo definido: (x,Xx) >0, e (x,x) =0 se, e somente se, x = 0.
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E interessante notar que, por causa da segunda e terceira propriedade, temos que:

(x,ay) = a*(x,y).
O produto interno padrdao em CV ¢

N
(x,y) =Y xay; =y'x (2.47)

n=1

2.2.3 Espacos vetoriais dotados de produto interno

Um espaco vetorial dotado de uma operagao de produto interno conforme definido na
secdo 2.2.2 é chamado de espaco de produto interno. Uma outra denominagdo para esses
tipos de espacos vetoriais € de espago pré-hilbertiano.

2.2.4 Norma

A norma é uma funcio que impde a um vetor a ideia de comprimento ou tamanho. E
o equivalente vetorial a magnitude de um escalar.

Seja x,y,z€V e (a€C), a norma em um espago vetorial ) em C é uma funcdo real
|-|| definida em V, com as seguintes propriedades:

* Positivo definido: |x| >0, e |x| =0 se, e somente se, x = 0.
o Escalabilidade positiva: |ax| = |a|||x|
* Desigualdade Triangular: |x+y| < x| +]y]|

Um produto interno pode ser usado para induzir uma norma. Neste caso se diz que a
norma € induzida pelo produto interno. Por exemplo, a norma padrio em CV, induzida
pelo produto interno é:

Ix[ = v/(x,x) (2.48)

As normas induzidas por produtos internos tem algumas propriedades especificas
[Vetterli et al. 2014]. Destaca-se aqui a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[y < Ix[lyl, (2.49)

com a igualdade sendo atingida se, e somente se, X = ay, para algum escalar a.

2.2.5 Espaco vetorial normado

Um espago vetorial dotado de uma operacao de norma € chamado espago vetorial
normado.

2.2.6 Meétrica

A norma de um vetor X, ou seja, seu comprimento, pode ser vista como a distancia
desse vetor a origem. Dessa forma, em um espaco vetorial normado, define-se uma mé-
trica (ou distancia) entre os vetores X € y como a norma da diferenca entre eles, ou seja:
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d(x,y) = [x-yl. (2.50)

2.2.7 Completude

Um espaco vetorial normado V € dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em
V converge para um vetor também em ). Recomenda-se aqui a leitura do capitulo 2 do
livro [Vetterli et al. 2014] para o estudo dos conceitos formais de completude. De forma
intuitiva, um espaco vetorial é completo quando € garantido que qualquer sequéncia deve
convergir e permanecer no mesmo espaco vetorial.

O espaco vetorial formado por sequéncias de nimeros racionais (Q ndo é um espaco
vetorial completo, ja que, por exemplo:

=), (2.51)

¢ racional para qualquer inteiro ndo negativo k mas, fazendo o limite dessa sequéncia para
k — oo, a sequénica converge para e, que € irracional.

2.2.8 Espaco de Banach

Um espaco vetorial normado completo € chamado de Espago de Banach [Rudin 1987].

2.2.9 Espaco de Hilbert

Como foi dito anteriormente, um espaco vetorial dotado de uma operagdo de produto
interno é chamado de espago pré-hilbertiano. O espaco de Hilbert € um espaco vetorial
que além de ser dotado de produto interno também € completo. A Figura 2.2 resume os
conceitos descritos na se¢do mostrando a relacao entre os tipos de espacos vetoriais.

2.2.10 Kernel Positivo Definido

Mercer e Forsyth (1909) mostraram que, considerando um conjunto %, seja o kernel

k:yxy — C, x é dito como um kernel positivo-definido se, para todo x;,...,x, € €
c1y...,cn€C
n n
>k (xi,xj)ci e > 0. (2.52)
i=1k=1

Preposicdo 1: Sejax;:yxy— C(i=1,2,...) kernels positivos definidos, as relacdes a
seguir também formam kernels positivos definidos [Aronszajn 1950]:

* Combinacao positiva: akj +bxy, a,b >0
* Produto: x;ky, (K1 (x,y) %2 (x,y)
 Limite: lim;_. X;(y), assumindo que os limites existem.
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Espaco Vetorial

Espaco Vetorial Normado

Espaco com Espaco de Hilbert

E:s de B h
Produto Interno spago e Banac

Figura 2.2: Diagrama mostrando a relacio entre os tipos de espacos vetoriais.

Exemplo:

1 1
K (x,y) = eX0) = 1+K+§K2+§K3+~-- (2.53)
€ positivo definido.
Preposicdo 2: Seja k:y xy — C um kernel positivo definido e f :x x C, uma fungao

arbitraria, entio:

&(x,y) = f(x) k(x,) F(7), (2.54)

onde 6 € o conjugado da funcdo argumento.
K(x,y) € positivo definido assim como f(x)f(y) [Aronszajn 1950].

2.2.11 Reproducing Kernel Hilbert Spaces

De acordo com o teorema de Mercer [Mercer e Forsyth 1909], todo kernel positivo-
definido pode ser escrito como:

K(x,y) = io R ()0 () (2.55)

onde {0,(-),n=1,2,...} e {A,;,n=1,2,...} sdo a sequéncia de autofun¢des e seus respec-
tivos autovalores correspondentes ao kernel K.

Aronszajn (1950) mostrou que todo kernel positivo definido mapeia os dados originais
x (espago de entrada) num espago de Hilbert funcional inico dotado de uma propriedade
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de reproducdo do kernel (reproducing property):

f(x) = (K(-,X),f),VfEf. (2.56)

Esse espaco é chamado de Reproducing Kernel Hilbert Space (Espaco de Hilbert com
Kernel Reprodutor - RKHS). Nele, uma transformagdo ndo linear

=D(x) > VA, n = 1,2, .. (2.57)

leva os dados do espago de entrada (x) para um espago de caracteristicas (feature space)
onde pode-se computar o produto interno

(@(x), @(y)) = (k(,x),k(-,y)) = K(x,y) (2.58)

A Equacdo (2.58) é conhecida como truque do kernel. Dependendo do kernel uti-
lizado, a dimensdo do espaco de caracteristicas pode ser arbitrariamente grande e até
infinito. Dessa forma, os dados x de um espago de entrada podem ser levados ao um es-
paco de alta dimensionalidade. A partir dessa ideia, € possivel obter versdes nao-lineares
de qualquer algoritmo linear expresso em termos de um produto interno sem precisar
conhecer ao certo o mapeamento ¢ [Principe 2010].

2.3 Correntropia

Esta secdo faz uma pequena revisdo da medida de similaridade denominada correntro-
pia. Sua defini¢do € apresentada junto com algumas de suas propriedades. Em especial, a
propriedade que indica o significado probabilistico da correntropia é aprofundado ja que
o mesmo foi usado como base na dedugdo da correntropia complexa, principal contri-
buicdo dessa tese. Ao fim dessa se¢do, o uso da correntropia enquanto fungdo custo é
apresentado.

2.3.1 Definicao

Sejam X e Y varidveis aleatdrias reais arbitrérias, define-se como correntropia a me-
dida de similaridade generalizada [Liu et al. 2007]:
Vo(X,Y) = Exy[ks(X,Y)] (2.59)

em que E[-] é o operador de valor esperado e ks(-,-) é um kernel positivo-definido conti-
nuo. 6 € um pardmetro livre chamado largura ou tamanho do kernel k(-,-). Como o valor
esperado de uma varidvel aleatéria X é dado por

Ex[X]= [ xfx (2.60)
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onde fy(x) é a fungdo densidade de probabilidade de X, e que

Ex[8(0)] = [ g0, 2.61)

onde g(X) é uma fungdo da variavel X [Papoulis 1984], temos que a Equacdo 2.59 tam-
bém pode ser escrita como

Vo(X,¥) = [{ ko(X,¥) ficr (x,y)dxdy, (2.62)

onde fxy(x,y) é a fun¢do densidade de probabilidade conjunta de X e Y.

2.3.2 Estimacao da correntropia com o kernel gaussiano

Como serd mostrado em seguida, o kernel gaussiano

1 —_v)2
Go(x—y) = mexp(—("%ﬁ) ) (2.63)

apresenta propriedades interessantes, sendo bastante utilizado na literatura [Liu et al.
2007]. De modo geral, a fun¢do densidade de probabilidade conjunta de X e Y é des-
conhecida e apenas um nimero finito de amostras {(x;, yi)}ﬁ.\i | estéo disponiveis. Dessa
forma, € possivel estimar a correntropia como [Liu et al. 2007]

N
Vno(X,Y) = % > Go(xi,yi)- (2.64)
i=1
O simbolo (A) ¢ sempre utilizado nessa tese para indicar estimagdes, nesse caso, da
correntropia entre X e Y.
Vale salientar que, ao estimar a correntropia, deve-se selecionar o valor do tamanho
do kernel, 6. Esse valor pode assumir qualquer valor finito [Principe 2010], sendo assim,
um parametro livre.

2.3.3 Propriedades

As propriedades da correntropia foram exploradas inicialmente no trabalho [Santamaria
et al. 2006]. J4 [Liu et al. 2007] reorganizou-as e foi complementado em [Principe 2010].
Sao apresentadas aqui algumas propriedades pertinentes ao entendimento desta tese.

Propriedade 1: Para kernels simétricos, a correntropia também € simétrica:

VG(X7Y) :EXY[kG(XvY)} = EYX[kG(Y7X)] = VG(Y7X) (2.65)

Propriedade 2: Para o kernel Gaussiano, a correntropia € positiva e limitada. A sua
estimacdo, Vg, é sempre limitada entre zero, menor valor possivel, e 1/v/21G, maior valor
que s6 € atingido quando X =Y.
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0<Vs(X,Y)<

2.66
N (2.66)

Propriedade 3: Para o kernel gaussiano, a correntropia € a soma ponderada de todos os
momentos de ordem par da varidvel aleatéria X —Y. A Equacao (2.67) mostra a expansao
em série de Taylor da correntropia usando o kernel gaussiano.

Los Cy
V2T 120 2ng2np)
E importante dizer que, quando o tamanho do kernel for suficientemente grande, os

momentos estatisticos de segunda ordem tendem a se sobressair em relacdo aos demais.
O Anexo B prova a Equacdo (2.67) e mostra com maiores detalhes essa caracteristica.

Vo(X,Y) = Exy[(X-Y)>]. (2.67)

Propriedade 4: Usando o kernel gaussiano com tamanho &, fazendo com que o ta-
manho de kernel ¢ decresga até zero implica que a correntropia se aproxime do valor da
densidade de probabilidade associada ao evento X =Y.

lim Vo (X, ) = f Fey (x,x) dx (2.68)

Devido a importancia dessa propriedade para entendimento desta tese, ela é estudada
com mais detalhes na secdo a seguir.

Propriedade 4.1: Assumindo que dados independentes e identicamente distribuidos
{(xi,y))¥ |} sdo amostrados da distribui¢do conjunta fyy, enquanto fcxy ¢ a estimag@o
de Parzen com tamanho de kernel G, a correntropia estimada com o tamanho de kernel
6’ = 6\/2 corresponde a integral de fcxy sobre a linha x = y.

Vo (X,Y) = [ foxr(x.y) au (2.69)

A deducao completa dessa propriedade é apresentada no Anexo A.
Propriedade 5: Seja E =X —Y com PDF fg, sob as condigdes N — oo , Vi 5(X,Y)
¢ um estimador consistente em erro médio quadrado de V5(X,Y). Além disso, sob as

condi¢cdes NG — oo e 6 — 0, VNQ(X,Y) ¢ um estimador assintoticamente nao enviesado
de fz(0) e consistente em erro médio quadrado.

Propriedade 6: A correntropia € uma estatistica de segunda ordem dos dados projeta-
dos ®(X) e ®(Y) em um kernel reprodutor de um espago de Hilbert (Reproducing Kernel
Hilbert Space - RKHS). O que implica em

Vo(X,Y) =E[ks(X,Y)] = E[(®(X),®(Y))n] =E[®(X) ®(Y)]  (270)

onde (-)y é o operador de produto interno em um espago de Hilbert.
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Propriedade 7: A estimagdo da correntropia como o kernel gaussiano induz uma
métrica no espaco de eventos. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias reais, a fungdo

Vs (X,Y) =1/Gs(0) - Vs(X,Y) (2.71)

define uma métrica chamada métrica induzida de correntropia (Correntropy Induced Me-
tric - CIM).

Propriedade 7.1: A CIM € capaz de aproximar a norma ¢y, quando o tamanho de
kernel tende a zero, 6 — 0 [Seth e Principe 2008].

2.3.4 Interpretacao probabilistica da correntropia

Nesta se¢@o deseja-se mostrar que calcular a correntropia, V(X,Y), entre duas varia-
veis aleatorias reais X e Y significa estimar a densidade de probabilidade do evento X =Y.
Essa interpretagdo foi primeiramente apresentada em [Liu et al. 2006] e depois transfor-
mada em propriedade em [Liu et al. 2007]. Nesta tese, tal caracteristica foi apresentada
na propriedade 4. Como essa concepg¢do € expandida no capitulo seguinte para tratar
similaridades entre nimeros complexos, apresenta-se aqui em detalhes para melhorar o
entendimento.

O conceito de correntropia esta diretamente relacionado a estimacao de quao similares
duas varidveis sdo quando o estimador de Parzen [Parzen 1962] € aplicado a estimagdo da
PDF conjunta fxy [Liu et al. 2006]. A densidade de probabilidade relacionada ao evento
X =Y pode ser obtida por:

PX=)= [ [ for(e)8(x-y)dudy @72

Na maioria dos casos, a distribuicdo fxy(x,y) é desconhecida e apenas um nimero

finito de amostras (x,,y,),n=1,2,...N estd disponivel. Entretanto, quando utiliza-se o

estimador /-dimensional de Parzen com o kernel gaussiano, a probabilidade conjunta é
dada por [Silverman 1986]:

A 1 N L
fX17X2,...XL(x17x2a xt) = N S TG =xh). (2.73)
n=11=1

Gs(x) foi definido na Equagio (2.63). A notagdo x/, representa a n-ésima amostra
do [-ésimo componente L-dimensional da varidvel aleatéria. Vale ressaltar que ¢ € o
tamanho do kernel. Para definir a correntropia sobre os nimeros reais, o trabalho de [Liu
et al. 2006] considera L=2. Assume-se também que X! = X e X2 =Y na Equacdo (2.73),
resultando em:

. 1 Y
Jxr(x,y) = N > Go(x=x2)Go(y—yn) (2.74)
n=1

Substituindo (2.74) em (2.72), obtém-se:



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 21

8
3
4

Go(x=%n)Go(y—yn)d(x—y)dxdy (2.75)
1

Uma vez que apenas valores diferentes de zero ocorrem ao longo da bissetriz do es-
paco conjunto (por causa da funcdo delta), x =y, pode-se reescrever a Equagao (2.75) da
seguinte forma:

A 1Y r
PX=Y)=2 > f Go(t—xn)Go (1~ yn)dut (2.76)
n=1_¢%
onde u € o valor assumido por x e y na linha x = y.
Como o produto de gaussianas resulta também numa gaussiana com o tamanho de
kernel igual a raiz quadrada do original (ver Anexo A para demonstracdo), a Equacao
(2.76) pode ser escrita como:

. 1 X
PX=Y)=% Z] G /36(Xn=Yn) (2.77)

Utilizando o kernel gaussiano em (2.59), obtém-se:

Vo(X,¥) = [ [ for(x,)Golx-y)dxdy @.78)
Comparando as Equagdes (2.72) e (2.78) € possivel assumir que, de fato, a corren-
tropia pode ser interpretada como a densidade do evento X =Y. Por enquanto, isso se
diz respeito a duas varidveis aleatérias analisadas com um tamanho de kernel pequeno e
para PDF’s suaves. Além disso, a equacgdo (2.77) prové a mesma solugdo para estimar a
correntropia proposta por [Santamaria et al. 2006] que foi mostrada em (2.62), podendo
ser interpretada como a estimac¢ao ndo paramétrica da densidade de probabilidade cor-
respondente ao evento X =Y. O valor da correntropia tenderd ao valor da densidade de
probabilidade se duas condi¢des impostas pelo estimador de Parzen [Parzen 1962] forem
satisfeitas: N — oo enquanto ¢ — 0.

2.3.5 Ciritério de Maxima Correntropia

Trata-se do uso da correntropia como funcdo custo em problemas de otimizagdo.
Nessa secdo considera-se a notagdo em negrito p ou [P como um vetor/matriz contendo
amostras da varidvel aleatoria P, por exemplo. Considerando um modelo linear e defi-
nindo o vetor erro e =d -y, como a diferenga entre um sinal desejado d e uma saida esti-
mada y = w/'X, onde e,d,y e RI*N, we RI*M onde M é o niimero de pesos, e X e RM*N,
Dessa forma, considera-se o critério de maxima correntropia (Maximum Correntropy Cri-
terion -MCC) como

Jwcc =V (D,Y) = E[ks(D.Y)] (2.79)
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Deseja-se encontrar qual w maximiza a correntropia entre D e Y. Em outras palavras,
deseja-se maximizar a probabilidade de D ser igual a Y ou que o erro e =d -y seja zero
através da busca de um w 6timo.

mvele JMCC (280)

Essa funcgao custo € utilizada em diversos trabalhos [Li et al. 2007, Bessa et al. 2009]
associadas geralmente a um gradiente ascendente. Apds um ajuste do tamanho do kernel,
os resultados em ambientes dotados de ruido ndo gaussiano sdo geralmente superiores a
métodos de segunda ordem.

Jucc =E[Gs(d~y)] (2.81)

Computando-se a estimativa de Jy;cc, tem-se:

11X di-yi)?
JMCC = mﬁ Zexp(—%) (282)
i=1
N d: —wTx:)2
Iy = f Z ( %) (2.83)
=1

onde x; é a i—ésima coluna da matriz X, x; = X (-, 7).

Solucao usando o gradiente ascendente

Para implementar uma solucao usando o gradiente ascendente, temos:

wn+1)=w(n)+uvJ, (2.84)

po X e
1) = — L Sexp|-=% |e 2.85
w(n+1) w(n)+N\/ﬁG3i_lexp( 262)ex (2.85)

onde ¢; =d; —w’ (n)x;. Usando o gradiente estocdstico:

Nv/2no3

onde e(n) =d(n) —w! (n)x(n), e x(n) é a n—ésima coluna da matriz X, x, = X (-,n).

w(n+1)=w(n)+ Lexp(_eég)e(n)x(n), (2.86)

Solucao usando ponto fixo

O trabalho de [Singh e Principe 2010] introduziu um algoritmo de ponto fixo associ-
ado ao critério de mdxima correntropia. Esse algoritmo produz uma convergéncia muito
mais rdpida em troca de um custo computacional maior decorrente de uma inversdao ma-
tricial. Para conseguir a equagdo de atualizacao de w é necessdrio derivar a funcdo custo
em relacdo aos pesos 6timos w e iguala-la a zero:
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dWuce _, (2.87)
ow
ow
E[Gs(d-y)(d-y)X]=0 (2.89)
E[Gs(d-y)(d-X"w)X]=0 (2.90)
E[Gs(e)dX] = wWE[Gs(e)XXT] (2.91)
w = [E[Go(e)XX"]]"'[E[Go(e)dX]] (2.92)
Portanto, obtém-se:
N “Irw
w(n+1)= [Z G(el-)X,-XiT] [Z G(ei)diX,-] (2.93)
i=1 i=1

Lembrando que ¢; = d; — w’ (n)x;, implicando na recursividade caracteristica do ponto
fixo. Detalhes relacionados a implementac¢do da equacgdo (2.93) podem ser encontrados
em [Singh e Principe 2010].



Capitulo 3

Correntropia Complexa

Neste capitulo define-se uma nova medida de similaridade entre varidveis aleatérias
complexas chamada correntropia complexa. Suas propriedades sdo estudadas para mos-
trar a semelhanca dessa nova medida com a correntropia convencional. E definido o Cri-
tério de Maxima Correntropia Complexa (MCCC), que visa usar a correntropia complexa
como func¢do custo. Dois algoritmos sdo apresentados, um baseado no gradiente ascen-
dente e um segundo em ponto fixo. Além disso, sdo apresentadas estratégias de kernel
adaptativo para o MCCC.

3.1 Estado da Arte

Como foi mencionado no capitulo anterior, a correntropia foi definida somente para
variaveis aleatdrias reais [Liu et al. 2007]. Por essa limitagc@o, nao sdo encontrados muitos
trabalhos que utilizam a correntropia quando se tem dados complexos. Destacam-se a
seguir alguns trabalhos que utilizaram simplificacdes ou adaptagdes para contornar essa
limitacao.

Para poder usar a correntropia com dados complexos, Kim (2010) por exemplo, uti-
liza um passo de gradiente com parte real e imagindria derivados separadamente para
atuar numa equalizacdo de canal cega envolvendo modulagdes complexas. Ja o traba-
lho de Azam Khalili (2015) usa a exponencial do médulo do erro para conseguir tratar
o dado complexo e derivar um algoritmo adaptdvel de estimativa de deslocamento de
frequéncia de portadora. O trabalho de Ogunfunmi e Paul (2015) usa uma abordagem
semelhante para propor um algoritmo que usa o critério de mdxima correntropia com
quatérnions. Além desses trabalhos, pode-se encontrar métodos de kernel complexos na
literatura [Bouboulis e Theodoridis 2011, Boloix-Tortosa et al. 2015]. Entretanto, a apli-
cacdo da correntropia a dados complexos nao foi propriamente formalizada e nenhum
estudo tedrico sobre suas propriedades ou seu uso em problemas de otimizacao foi reali-
zado.

Régo (2014) generalizou em seu trabalho a correntropia sob diversas circunstancias.
Particularmente, o que Régo (2014) denominou como extensdo 2 trata da aplicagdo da
correntropia a varidveis aleatérias de 2 a 2, o que pode ser aplicado no caso da igual-
dade entre nimeros complexos, onde as partes real e imagindrias devem ser iguais ao
mesmo tempo. Partindo dessa ideia, a partir da interpretacdo probabilistica da correntro-

24
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pia definida para os reais, deriva-se nesse capitulo uma nova medida de similaridade para
varidveis aleatdrias complexas que visa manter as caracteristicas originais da correntropia
convencional.

3.2 Interpretaciao Probabilistica

Nesta se¢do, basicamente se aplicard a mesma metodologia usada para obter a ex-
pressao da correntropia convencional mostrada no capitulo anterior que consiste em usar
o estimador de Parzen para medir a similaridade entre duas varidveis complexas. Sendo
assim, assumindo duas varidveis complexas C; =X+ jZe C; =Y +jS, onde C,C, €C, e
X,Y,Z, S sdo varidveis aleatorias reais, € possivel estimar a densidade de probabilidade do
evento C; = C, como a densidade de probabilidade de X =Y e Z = S. Isso se deve porque
dois nimeros complexos sdo iguais quando tanto a parte real quanto a parte imagindria
sdo iguais, simultaneamente. Seja fyyzs a funcdo densidade de probabilidade conjunta, a
estimacao da probabilidade associada ao evento x =y e z = s que implica em C; = C; pode
ser escrita da seguinte forma:

\8

xyzs(X,,2,8)8(x~y)8(z—s)dxdydzds (3.1

Quando x =y e z=s, a Equagdo (3.1) pode ser reescrita por:

IS(Cl=C2)=fffXYZS(xax7Z7Z)dXdZ

—00 —00

E possivel substituir fXst pelo estimador de Parzen definido na Equacdo (2.73), as-
sumindo L =4 obtém-se:

[ ol e o]

ff]lvIZV:GG(x_xn)GG(x_yn)GG(Z_Zn)Gc(Z_Sn)dXdZ (3.2)
n=1

— 00 —0O0

Resolvendo a integral dupla em (3.2) obtém-se:

. 1 X
P(C] =C2) :NZ_:IGG\/E(X”_);”)GG\/E(Z"_S”)’

o que corresponde a estimar a correntropia para duas varidveis aleatdrias complexas C; e
C,. Mais detalhes dessa resolugdo podem ser encontrados no Anexo C. Logo, define-se
como correntropia para duas varidveis complexas, ou simplesmente correntropia com-
plexa, (usando o kernel Gaussiano):

Vs (C1,C2) =Eclc2[Gg\/§(C1 -0)] (3.3)
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em que G5(C) - () vale:

Gs(C1-C) =

2nG2 262

Xp(_(Cl—Cz)(Cl—Cz)*) (3.4)

Assim, o estimador ndo paramétrico da correntropia complexa com o estimador de
Parzen pode ser escrito como:

. N (C1-G)(C-C
VE(C1,C) = Z ( — 2;((521 ) ) (3.5)
Ou, da forma alternativa:
. N (xXp—yn)?+ (20— 5n)?
c -4 n=Yn in = Sn
0S(C1,0) = oy Z ( o (3.6)

3.3 Definicao

Embora a interpretacdo probabilistica tenha resultado na equacio (3.3) a partir do uso
do kernel Gaussiano, ndo hd razio pela qual ndo definir a correntropia complexa para
qualquer kernel positivo definido, tal como a correntropia convencional. Sendo assim,
expandimos aqui a definicdo de correntropia complexa entre duas varidveis aleatorias
complexas, C; e C; € C da seguinte forma:

V(g(ChCZ) =EC1C2 [kG(ChCZ)]- (37)

As propriedades estudadas a seguir mostram a estreita relacio entre as duas medidas.

3.4 Propriedades

Esta secdo estuda diversas propriedades da correntropia complexa bem como suas
respectivas provas matemadticas. Como essa medida foi desenvolvida de forma a herdar
caracteristicas da correntropia, algumas propriedades como simetria, informacao de alta
ordem estatistica, interpretacdo probabilistica, estimador consistente e nao enviesado e
perspectiva do ponto de vista do espago de Hilbert (propriedades 1, 3, 4, 5 e 8, respecti-
vamente) sdo semelhantes com as propriedades da correntropia convencional. Outras
propri- edades tiveram que ser adaptadas, como a propriedade 2, que define os limites
para o kernel gaussiano e propriedade 9 que define uma métrica induzida a partir da
correntro- pia complexa. Além disso, trés novas propriedades foram estudadas. Uma
delas conecta numericamente a correntropia complexa com a correntropia convencional
(propriedade 6), en- quanto a segunda mostra uma forma alternativa de representacao
polar para a medida, derivada da natureza propria dos nimeros complexos (propriedade
7).
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Propriedade 1

Simetria: Para kernels simétricos, a correntropia complexa também € simétrica.
Vs (C1,C2) = Ecc, [ko(C1,C2)] = Ecyc, [k (C2,C1) ] = V5 (C2,C1 ) (3.8)
Prova: Essa propriedade segue os conceitos de kernels definidos positivo e simétricos.

Propriedade 2

Resposta limitada e positiva: Para o kernel gaussiano, a correntropia complexa €
sempre positiva e limitada. A estimag@o sempre vale entre zero (minimo) é 1/2762, valor
maximo encontrado apenas quando Cj = C;.

0<VE(Cy,C) < (3.9)

2162

Prova: Aplicando o kernel gaussiano, Gg, definido em 3.10, na defini¢do 3.7, obtém-
se 3.11:

Ci-Q)(C-G)7
G%(Cl—Cz):znczexp(—( 1 2;((;21 2 ) (3.10)
1 1Y (xn_yn)2+(zn_sn)2
c _ LS~ exp(- 11
VG(CI,Cz) ZTEGZNn_leXp( 702 (3.11)

Para C| =C,, x=y e z=s, Vn, obtemos V¢(Cy,C;) = 1/2n62. Caso contrdrio, quando
C; é muito diferente de C;, o termo negativo da exponencial em (3.11) faz com que o
valor de V¢(Cy,(C,) tenda a zero, o que valida essa propriedade.

Propriedade 3

A correntropia complexa fornece informagoes estatisticas de alta ordem: Usando o
kernel gaussiano, a correntropia complexa é a soma ponderada de todos os infinitos mo-
mentos de ordem par da varidvel aleatéria (C; —C3). Além disso, aumentar o tamanho do
kernel faz com que a correntropia se aproxime do valor da correlacdo entre C; e C,.

Prova: Lembrando que Cy =X + jZ e C; =Y + jS, pode-se analisar a Equagdo (3.11)
de acordo com a expansdo em série de Taylor:
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1 X-Y)? (X-¥)* (X-¥)0 (X-Y)8

Vs(C1.G2) = chzE[l_( 262) +( 864) = 4806) ’ (38462
(282 (28 (2280 (2-5F  (X-VAZ-SP,

252 8c* 4866 38408 40t (3.12)
(X-Y)2(Z-8)* (X-Y)"(Z-5)> (X-Y)*(Z-$)
- 1665 - 1660 i 9608
+(X_Y)4(Z_S)4 + (X-¥)o(z-S)? +...]
6408 9668

Agrupando os termos que contém 62 no denominador e definindo 4g como uma va-
ridvel contendo todos os termos de alta ordem do somatdrio, € possivel escrever:

1 1 (X-Y)2+(Z-S)2
V§(C1.C2) = 5=~ 5= El -~ 1+hg (3.13)
, 1 1 .
V(;(CMCZ):R_WE[(CI_CZ)(CH_CZ) ]+h(5 (314)
C 1 1 !
V§(C1.C2) = 5 = - R[C1.Ca] + (3.15)

onde R[Cy,C>] = E[C;C5] é a correlagdo entre Cy e C;.

Nota-se na Equagdo (F.19) que hj, varidvel que envolve os termos de alta ordem,
tende a zero mais rapido que o segundo termo da equacdo com o aumento do valor de G, o
que corresponde exatamente a correlagdo envolvendo duas varidveis complexas C e C,.
Sendo assim, a medida que o tamanho do kernel vai crescendo, a correntropia complexa
tende a se aproximar da correlagdo analogamente a correntropia convencional para o caso
com dados reais.

Propriedade 4:

Interpretacdo probabilistica: Seja ¢ o tamanho do kernel gaussiano, fazendo G ten-
der a zero faz com que a correntropia complexa se aproxime do valor da densidade de
probabilidade associado ao evento (C = C5).

i Ve(C1,C2) = [ [ fovas(ur iz m)dndiy =P(C1=C2)  (3.16)

onde fyyzs(ui,uy,up,up) é a fungdo densidade de probabilidade (Probability Density

Function - PDF) conjunta entre X,Y,Z,S.
Prova:
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Deve-se usar a defini¢do apresentada na Equacdo (3.7): V¢(Cy,C2) = Ec,, [K(C1,C2) ).
Dois nimero complexo sdo iguais quando tanto a parte real quanto a parte imagindria tam-
bém sdo. Sendo assim, usando o kernel gaussiano e expandindo os termos associados a
Ci e (, pode-se obter:

VE(C),Cy) = f f f f Feyzs(6,3,2,5)Go(x=y)Go(z—5)drdydzds  (3.17)

Da teoria de distribui¢des, a seguinte igualdade pode ser demonstrada:

lim Go (x) = 3(x) (3.18)

O que implica em:

hmVC (C1,C7) ff/[fxyzs(x ¥,2,8)0(x—y)0(z—s)dxdydzds (3.19)

Fazendo x =y =u; e z=5 = up, obtém-se:

clsif)l(l)VC(ChCz) =f/fxyzs(ul,u1,bt2,u2)dulduz=P(C1 =) (3.20)

— 00 —0O0

A correntropia complexa foi definida para herdar o sentido probabilistico da corren-
tropia definida para os reais. A Equacao (3.20) representa uma transformagao de varidvel
da PDF conjunta fyyzs, sendo avaliada com os argumentos u; € up. Usando o método de
Parzen [Parzen 1962] para estimar fxyzs, quando ¢ tender a zero e o produto No tender
a infinito, a estimativa da PDF conjunta, fxyzs(x,y,z,s), tende a fxyzs(x,y,z,s) assinto-
ticamente no sentido do erro médio quadrado. Sendo assim, o kernel gaussiano quando
utilizado com um tamanho de kernel pequeno no estimador de Parzen de fyy;s faz com
que a Equacao (3.20) forneca um escalar que € justamente o valor da probabilidade do
evento (C1 =(y).

Propriedade 4.1

Correntropia complexa como valor da integral no plano x =y e z=s: Assumindo que
dados independentes e identicamente distribuidos { (x;,i,zi, ;)" | } sdo amostrados da dis-

tribui¢do conjunta fyys, enquanto fo,,., € a estimagéo de Parzen com tamanho de kernel

G, a correntropia complexa estimada com o tamanho de kernel 6’ = 6\/2 corresponde a
integral de fs,, sobre o plano formado pela condi¢do x=y e z=s.

ch(ChCZ):f/fcxyzs(xa%&s)dulduz

— 00 — 00

(3.21)

X=y=u,z=S=Up
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Prova: Devido ao tamanho da prova, ela foi movida para o Apéndice C.

Propriedade 5

Estimador consistente e ndo enviesado Sob as condigdes N — oo e Viy 6(X,Y), a esti-
macdo da correntropia vs(X,Y) é consistente em erro médio quadrado. Além disso, sob
as condicdes NG - oo e 6 — 0, VN,G(X,Y) o estimador VG(X ,Y) é assintoticamente ndo
enviesado para Pg e consistente em erro médio quadratico.

Prova: Para provar essa propriedade € preciso seguir as condi¢des propostas pelo
estimador de Parzen expostas em [Parzen 1962].

E[Vy o(X,Y)]=V§(X,Y) (3.22)

Usando o kernel gaussiano e fazendo N - oo e 6 — O:

ylim VS o(X,Y)] = pe(0) (3.23)
var[V]\C,_‘G(X,Y)] = N"Yvar[Gs(E)] (3.24)
(im0 (X)) = pe(0) f G2 (u)du (3.25)

onde Gy (u) é o kernel Gaussiano com tamanho de kernel 6 =1 e var[-] é o operador
de variancia.

Propriedade 6

Relagdo entre a correntropia convencional e a correntropia complexa: Para duas
varidveis aleatdrias R| e R, € R, usando o kernel gaussiano com tamanho de kernel G para
ambas as fungdes, para obter o mesmo valor computado pela correntropia convencional,
€ necessario multiplicar a correntropia complexa pela constante (\/ﬁc).

Vg(Rl,Rz)\/ 27'CG=VG(R1,R2) (326)

Prova: Expandindo o lado esquerdo da Equagao (3.26), tem-se:

N _ 2 _ 2
VE(R),Ry)V/2m6 = lZexp(—(x” ¥n)”+ (an S”)) 2no (3.27)
n=1

2162 N < 262

Se R; e R ndo possuem parte imagindria, pode-se escrever a Equacao (3.27) como:
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VE(Ry, Ry)V/ 2R = — l%ex _Cmyn)® (3.28)
o (R1,R> Ao N & p 762 '

Que é exatamente a expressdo para se calcular V(C1,Cs).
[

E importante mencionar que, como consequéncia da propriedade 6, € possivel obter

VE(R1,R:) = Vis(R1,R2) apenas com o tamanho de kernel 6 = ——.

V2n

Propriedade 7

Expressando a correntropia complexa em coordenadas polares: Usando o kernel
gaussiano, a correntropia complexa por ser expressa em coordenadas polares da seguinte
forma:

Ve(Cy,Cr) =

(3.29)

L L3 o(-IOEIGP | [GillColeos(6-0)
2n6? N ‘= 20?2 c?

Prova: Ja que C; e C; podem ser escritos na forma polar como Cj = |C|cos() +
JICi|sen(d), e Cz = |Ca|cos(0) + j|Ci|sen(0), a Equagdo (3.11) pode ser reescrita como:

(x-)? = (|C1]cos(8) - |Calcos(9))? =

3.30
= |C1|2c0s(9)2—2|C1||C2|c0s(9)c0s(¢)+|C2|zcos((1))2 (3:30)

Expandindo o termo (z-s)?2, tem-se:

(z-5)% = (ICilsen(8) = |Calsen(9))” = [C1 *sen(8)* - 2ICy[|Calsen(B)sen(9) + |Ca[*sen(9)?
(3.31)
Fazendo (x-y)%+ (z—s)? a partir da soma das equagdes (3.30) € (3.31), tem-se:

|C1 |2 + |C2|2 =2|C||C2|(cos(0)cos(d) +sen(0)sin(d)) = |Cy |2 + |C2|2 =2|C1||Ca|cos(6-0)
(3.32)

Propriedade 8

Correntropia Complexa na Perspectiva do Espaco de Hilbert Da forma como foi
definida na Equacdo (3.7), a correntropia complexa, como valor esperado de um kernel
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positivo-definido, sugere uma interpretacdo na perspectiva do espago de Hilbert. Isso
porque, como Aronszajn (1950) mostrou em seu teorema, todo kernel positivo definido
mapeia os dados originais (espago de entrada) num RKHS de alta dimensionalidade. En-
tretanto, ndo existe limitacdo para o uso de varidveis complexas no espaco de entrada
[Vetterli et al. 2014]. Dessa forma, sejam Q e W varidveis aleatdrias complexas:

Vs(Q,W) = E[ks(Q,W)] = E[{®(Q), ®(W))] = E[®(W)"D(Q)]. (3.33)

onde ®(.) é uma transformagio néo linear que mapeia os dados do espago de entrada para
um espago de caracteristicas.

Dessa forma, a correntropia complexa pode ser interpretada, assim como no caso real,
como um produto interno num RKHS.

Propriedade 9

Métrica Induzida da Correntropia Complexa: Assim como a correntropia induz uma
métrica denominada CIM [Seth e Principe 2008], pode-se definir a métrica induzida da
correntropia complexa (Complex Correntropy Induced Metric - CCIM), y¢ ), como:

V6(Q, W) =/V§(0,0) - VE(Q,W)
| GO &y (i wi) (g w)” (054
| B S {1 )

L 262

onde Q e W sdo duas varidveis aleatérias complexas e q = (¢, g2, --.,qr) e W= (wy, wa, ...

sdo vetores contendo L amostras dessas varideis aleatérias. Algumas propriedades devem
ser atendidas para que uma métrica seja considerada valida. Sdo elas a ndo negatividade,
identidade, simetria e desigualdade triangular. A prova de cada uma dessas propriedades
€ mostrada a seguir:

Simetria e nao negatividade

A prova dessas propriedades acompanham a defini¢do da correntropia complexa que

aWL)

especifica o uso de um kernel simétrico e positivo definido. Assim, sendo V§(Q,W) =VE(W, Q)

assegurado pela propriedade 1 entdo ysQ,W) = ys(W,Q). Além disso, pro caso do uso
do kernel Gaussiano, pode-se afirmar que 0 < VE(Q,W) < 1/(2n6?). Portanto, a CCIM ¢
simétrica e nao negativa.

Identidade

Usando o kernel Gaussiano, se Q =W, entdo VE(Q,W) = G5(0) = 1/(2762), que im-
plicaem y5(Q,W)=0para Q=W.
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Desigualdade triangular

Estende-se aqui a prova do caso real presente em [Principe 2010]. Deseja-se mostrar
que

V6 (0,T) <ye(Q,W) +yo(W,T). (3.35)

Pode-se escrever O = [®(q1), ®(q2), ..., P(qr)] e W = [®(w1), D(w2), ..., P(wr)] no
espago de Hilbert onde @( . ) é um mapeamento nio linear do espaco de entrada para um
RKHS [Principe 2010]. Dessa forma, a distancia Euclidiana ED(Q, W) vale

- — — (3.36)
-\/(0,0)-2(0,W) + (W, W)
ou _
ED(Q,W)=\/2L(G5(0)-VE(Q,W)) =V2Ly* (Q,W). (3.37)
Entao, o s o
ED(O.T) ED(Q,W) ED(W,T)
T) = 3.38
ou
Ve (0, T) <vyg(Q,W)+yg(W,T), (3.39)
que completa a prova.
[ |

Propriedade 9.1

O quadrado da CCIM aproxima a norma {y quando 6 — 0 num problema de minimi-
zagdo: Seja z um vetor complexo de tamanho L, z € CL

. - > G5(0) L 72
min||z||o ~ min [WG_)O(LO)] = %) Z{l —exp (— 262 )} (3.40)
i=1

Prova: Considerando que t é o vetor obtido pela minimizacdo da norma ¢y, e r
quando o quadrado da CCIM € minimizado, pode-se afirmar que

V5(R,0) <y5(T,0) (3.41)
e usando (3.34), pode-se escrever (3.41) como

) > i exp (— t”i ) : (3.42)
i=1 20

ri*

exp| -
i=1 20°
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O somatério em (3.42) pode ser reescrito como

L riry L riry
Zexp( ) Z ex ( ’2)+ ; exp(—26’2) (3.43)
T r =0 rirf;O

= ) : (3.44)

tit? L t
+ —
) Seel 3

L
Zexp(—
i=1

ttf\ i
o=l i:l’exp

1t =0 it} 0

Entretanto, os somatérios das equagdes (3.43) e (3.44) relacionados a r;r; =0 e ;17 =0,
podem ser reescritos como

L iy L

Z exp|l-55 | = Z exp(0) =L—||r||o (3.45)
i=1, 20 i-1,
r,-rl-*:O riri*:O

e

L tit;— L

Y, expl-s25|= > exp(0) =L-|t]o. (3.46)
b 26 i
tit}=0 1t =0

Substituindo (3.45) e (3.46) em (3.43) e (3.44), respectivamente, pode-se escrever

L riry ) L riry
expl—-=—= | =L—|r[o+ exp(— : ) (3.47)
l.; ( 262 l; 202
rir; #0
e
L tit? ) L ity
expl—==5 | =L—|t]o+ exp(— = . (3.48)
tit7=0

Usando (3.47) e (3.48), é possivel dizer que (3.42)

L .* L tlt*
r ex <|t]o- exp| —=—
rlo- 3 exp(-k | It~ 3 exp(- 35 )
rir? £0 1t #0
ou
L rirt L ttr
rlo—|tjo< > expl-=—5|- ) exp|-=—5 3.49
rlo-ltlo< Y- exo(-3) - S exp (-5 ) (.49
riri #0 fit; 0

e usando do fato de que |r|o > [t]o, pode-se escolher um valor para o tamanho de kernel
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G pequeno o bastante a fim de tornar o lado direito de (3.49) pequeno o bastante para se
aproximar arbitrariamente de 0*. Assim,

Ixfo~ [t]o,
o que completa a prova.
[ |

As propriedades estudadas até entdo sdo quase todas referentes ao kernel gaussiano
que, como a propriedade 2 ressaltou, resultam num valor real para a correntropia com-
plexa. Entretanto, a correntropia complexa foi definida para qualquer kernel positivo
definido e, para algumas aplicacdes, uma fung¢do que tenha uma resposta complexa pode
ser necessdria. O anexo F mostra um exemplo de kernel positivo definido que prové uma
resposta complexa a correntropia complexa.

3.5 Ciritério de Maxima Correntropia Complexa

Visto que a correntropia foi definida para o dominio dos complexos € necessario atu-
alizar o seu uso enquanto fung¢do custo para viabilizar a sua aplicabilidade em problemas
de otimizagdo. Esse capitulo apresenta o critério de maxima correntropia complexa (Ma-
ximum Complex Correntropy Criterion - MCCC). O célculo de Wirtinger, que foi apre-
sentado na secao anterior, € utilizado para derivar dois algoritmos sendo um deles baseado
em um gradiente estocdstico e um segundo em ponto-fixo.

3.5.1 Correntropia complexa como func¢ao custo

Seja d e y vetores contendo N amostras das varidveis aleatorias D e Y, respectiva-
mente, considerando um modelo linear e definindo o erro, e =d -y, como a diferenca
entre o sinal desejado, d, e a saida do filtro y = wHX, e lembrando que e,d,y € CI*V,
w e C*M_onde M é o niimero de pesos, e X € CM*N | podemos definir uma nova funco
custo Jyccc como a maxima correntropia complexa entre D e Y':

Jucce =V§ (D,Y). (3.50)

Devido as propriedades apresentadas na sec¢do anterior, escolheu-se o kernel gaussiano
Gg, assim:

Jvcce = E[Go(d-w'X)] = E[G5(e)]

1 Nexp(_(di—yz')(di—yi)*)

T 216’ N ; 262

(3.51)

1 1 eje;
- 2n02N;eXp(_262)’
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onde w € o parametro que controla o erro entre o sinal estimado e o desejado.

A saida natural para usar o MCCC em problemas de otimizacdo seria, como no caso
real, derivar a equagdo 3.50 em relagdo a w. A equacdo (3.50) depende de parametros
complexos, (d,y), mas, a partir do uso do kernel gaussiano, terd sempre uma resposta real,
como ressalta a propriedade 2 apresentada na secdo anterior. Sendo assim, tal como no
exemplo 2 do capitulo de fundamentacdo tedrica, funcdes com reposta real e argumento
complexo violam as condi¢des impostas pelas equacdes de Cauchy-Riemman. Assim,
a equagdo (3.50) ndo € analitica no dominio dos complexos e portanto, a diferenciagao
padrdo ndo pode ser aplicada. Uma possivel saida a esse problema € considerar a funcao
custo definida no dominio euclidiano com dimensionalidade dobrada (Rz), entretanto,
essa abordagem traz consigo onerosos cdlculos pela quantidade de varidveis envolvidas,
o que dificulta as dedugdes [Bouboulis e Theodoridis 2011]. O cdlculo de Wirtinger,
apresentado brevemente no capitulo anterior, prové de uma forma elegante a obtencao de
gradientes de fung¢des com resultado real mas que s@o definidas no dominio complexo
[Mandic e Goh 2009, Bouboulis e Theodoridis 2011].

3.5.2 Solucao usando o Gradiente Ascendente

Uma solugdo usando o gradiente ascendente pode ser escrita como

w(n+1)=w(n)+uvJucce (3.52)
Primeiramente, vamos expandindo o argumento da exponencial, ¢;e;, da Equagio
(3.51):
eie; = (di-yi)(di-yi)*
eie; = (di—yi)(d] -y;) (3.53)
eie; = (did} —diy} —yid} +yiy;)
Sabendo que y; = wx;, onde x; é 0 i—ésima coluna da matriz de entrada X, temos que
Yi= WHXi
yi=(whx)* (3.54)
yi =W (xi)

Mas, wH = (w*)T = (wT)*, entdo:

yi =) (x)*
yi= (W) (x)* (3.55)

* _ T %
Yi =w X

Assim, reescrevendo 3.53, temos:
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ee; = (didi* —diy; —yid; +yiy;)

* * * * * (356)
eie = (did?) - (dwTx?) - (whxid?) + (W xwTx})
Usando o calculo de Wirtinger para obter o gradiente de Jy;ccc, temos:
dmcce _ & ( (di—yz‘)(di—yi)*) (-1) d(eie})
J, = ! 3.57
VIMECE = o 27‘C62 N Z; 262 262 ow* (G>7)
Fazendo agora a derivada do argumento da exponencial, temos:
d(eie}) _ o(did; + —diy* —yid* +y;y?) (3.58)
ow* ow*
Que pode ser reescrito como:
d(eie}) a(dd*) d(di wix?) a(wa ) a(WHX wIix?) (3.50)
ow* ow* ow* ow* ow* '
a(e,-e;) d(did}) d(d; wix’) _((wr )Ixid?) 8((w )Txiwlx?) (3.60)

ow* ow* ow* ow* ow*

Que resulta em

d(eie})

ow*

=0-0-xd; +XiWTX;*

=-x;d; +X; WTX*

= —(df ~w'x))x;
= —(df - (W) )x (3.61)
= —(d = (W'x)")x;
= —(d; - wHx;)*x
d(eie})
8w*

= —(di—wx) " x; = —(d;i—y:) " x; = —e}'x;

Sempre usando a notacdo de denominador na derivada de um escalar por um vetor.
Assim, podemos escrever 3.57 como:

dJ, 1 Y
aw " —muvzl (

an:

62 ) (erx;) (3.62)

O que resulta numa regra de atualizacao:
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o eief\
W(l’l+1) :W(n)+m;exp —F e; X (363)
onde e; = d; —w" (n)x;. Usando o gradiente estocéstico, tem-se:
w(n+1) =W(n)+$exp(—%)e(n)*x(n) (3.64)

Analise de Convergéncia

Devido ao seu tamanho, a anélise de convergéncia foi movida para o anexo D.

Algoritmo

O algoritmo 1 sintetiza o procedimento para utilizar o gradiente estocastico com
MCCC.

Algorithm 1 Gradiente com MCCC

Inicializagdo:
Escolher passo do gradiente 1, largura de kernel G, vetor de pesos inicial w, sinal desejado
dV*! e entrada X

Computagdo:
1: procedure GRADIENTE ESTOCASTICO-MCC:
2: % N € a dimensao do vetor desejado d
3: % Inicializando o contador de iteracoes
4: i=1
5: for (i<N) do
6: % Extraindo a i—ésima coluna da Matriz X
7: x(i) =X(+,1)
8: % Computando o erro na iteracao i
9: e(i) =d(i) - wHx(i)
10: W=Wt ol exp(—%)e(i}*x(i)

11:
12: end for
13: end procedure

3.5.3 Solucao de Ponto fixo

Para encontrar uma solu¢@o de ponto fixo para os pesos 6timos w, basta derivar a
funcao custo Jyccc em relagdo a w* e igualar a zero usando o calculo de Wirtinger.

dJmccc _ 0 (3.65)
ow*
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Usa-se aqui um pequeno truque de derivar em relagdo a w* para obter a expressao
de w de forma direta. Um outro caminho seria derivar em funcao de w, como se faz no
caso real, por exemplo. O problema dessa abordagem € que depois de derivar obtém-se
apenas w*. O w acaba sumindo da expressao, fazendo com que seja necessério aplicar o
operador * ao final do processo de derivacdo para, finalmente, encontrar o w otimizado:

dIucce _ OE[Gg(e)] :E[Gg(e)aéi:j)] 0

ow* ow*
d(ee*) d[(d-wHX)(d-wHX)"]
ow* ow*
d(ee*) d[(d-wHX)(d*-wlX")]
ow* ow*

Usa-se entdo o célculo de Wirtinger para obter a derivada de ee* em relacdo a w*:

d(ee*) o(dd* —dwlX* -wiXd* + wHXwlX*)
ow* ow*

d(ee*) o(dd" - dXHw-wHXX" +wHXX"w)

ow* ow*
odd”
— -0
ow*
odXAw 0
ow*
H * Tw*d*
ow’Xd :aX w*d - Xd*
ow* ow*
owH XX w _ow XX wr XXHw
ow* ow*
Sempre considerando o resultado como um vetor coluna. Assim, t€ém-se:
d(ee*) o
— =(Xd" -XX
ow* ( w)

E[GS(e)(Xd* -XXAw)]=0

E[GS(e)Xd*] = E[GS(e) XX w (3.66)

Note que, embora a equagdo (3.66) tenha a mesma forma funcional da solugdo de
Wiener, ela ndo € analitica devido a inclus@o no erro do pardmetro w na exponencial
gaussiana em cada um dos lados da equagdo. Entretanto, uma solucio de ponto fixo pode
ser apresentada:
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N Irw
we| Seaexxt| | Seaenax.] (.67
n=1 n=1

A equagdo (3.67) € uma solucdo iterativa para obtencao do valor 6timo de w. Mesmo
que a convergéncia seja obtida apds poucas iteragdes, existe o inconveniente de ter que
computar todo o somatério apresentado até atingir o valor final. Isso torna essa forma
apresentada um tanto quanto inadequada em problemas de aprendizagem em tempo real.
Sendo assim, uma solucdo de ponto fixo estocdstico pode ser derivada baseada no algo-
ritmo apresentado a correntropia limitado aos nimeros reais [Singh e Principe 2010] mas
baseado na equacdo (3.67). Primeiramente, define-se uma matriz de autocorrelacdo pon-
derada do sinal de entrada complexo. Depois, um vetor de correlacdo cruzada ponderado
entre o conjugado desejado e o vetor de entrada:

N N
R,=) G5(e)X, X e P,=) Gos(en)dy X, (3.68)
n=1 n=1

Como mostrado em [Singh e Principe 2010], para o caso real as equacdes (3.68) se
assemelham a solu¢do de Wiener mas, ao invés de usar a simples média, t€m-se a ponde-
racdo da exponencial da Gaussiana do erro. Sendo assim, a matriz de autocorrelacio e o
vetor de correlacdo cruzada podem ser atualizados de forma recursiva, como nos cldssicos
algoritmos LMS ou RLS [Haykin 2002]. Assim:

R,=R, 1 +G5(e,)X, X e P,=P,_1+Gs(e,)d} X, (3.69)

Deve-se ressaltar que para implementar as expressdes recursivas mostradas acima,
€ necessdrio definir os valores iniciais para w, bem como para Ry e Fy. Outro ponto
que merece destaque € a semelhanca da solu¢do de ponto-fixo com o clédssico algoritmo
RLS para nimeros complexos, CRLS. Basicamente, a diferenga entre eles € a ponderagcao
apresentada pela exponencial da gaussiana. Como podera ser visto na sec¢do de resultados,
para grandes tamanhos de kernel, a solu¢do de ponto fixo para o MCCC se aproxima
numericamente do CRLS.

O algoritmo 2 resume o procedimento de implementacdo dessa estratégia. O anexo
E mostra a deducdo desse mesmo algoritmo sem a utilizacdo do célculo de Wirtinger,
chegando a mesma regra de atualizacdo.

3.5.4 Analise dos algoritmos

E importante notar que os algoritmos 1 e 2 generalizam para o caso complexo as solu-
coes baseadas no gradiente ascendente e o ponto fixo com MCC introduzidos em [Singh
e Principe 2010]. Basta comparar as regras de atualiza¢ao dos algoritmos definidos nessa
secdo com os algoritmos apresentados na secdo 2.3.5. Vale salientar também que, fa-
zendo ¢ grande o suficiente, conforme a Propriedade 3 ressalta, a correntropia complexa
se aproxima da correlacdo entre d e y. Para essa condi¢do, os algoritmos aqui apresenta-
dos, assim como no caso real, generalizam também os algoritmos Complex Least Mean
Square (CLMS) [Mandic e Goh 2009], e o Complex Recursive Least Squares (CRLS)
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Algorithm 2 Ponto fixo com MCCC

Inicializagdo:
largura de kernel o, vetor de pesos inicial w, sinal desejado dV*! e entrada X
Computagdo:

1: procedure GRADIENTE ESTOCASTICO-MCC:

2 % N € a dimensao do vetor desejado d

3: % Inicializando matrizes que auxiliares
4: % Inicializando o contador de iteracdes
5: k=1
6: for (i<N) do
7: % Extraindo a i—€sima coluna da Matriz X
8: x(i) =X(+,1)
9: % Computando o erro na iteracao i
10: e(i) =d(i) - wHx(i)
11: % Varidvel auxiliar com célculo da exponencial do erro
12: B=exp (——e(gg(;) )
13: P=P+Bd*x;
14: R=R+PBxxH
15: w=R1P
16: end for

17: end procedure

[Diniz 2008]. Isso € mostrado por meio de simula¢des no proximo capitulo.

3.6 Estratégias de kernel adaptativo

Como foi mostrado na secao das propriedades, assim como no caso real, a correntropia
complexa tem um parametro livre denominado tamanho ou largura de kernel, 6. O seu
valor deve ser escolhido pelo usudrio e varia de acordo com a natureza dos dados. Dessa
forma, escolher um valor 6timo para o tamanho de kernel nao é uma tarefa trivial [Principe
2010].

Por causa disso, varios trabalhos propuseram métodos de determinar um valor 6timo
para essa varidvel [Wang et al. 2015, Huang et al. 2017, Zhao et al. 2012, Wang et al.
2017]. Entretanto, todos os estudos relacionados sdo referentes a correntropia cléssica
aplica a dados reais. Sendo assim, essa secdo visa atualizar alguns desses algoritmos para
que possam ser utilizados também pela correntropia complexa.

3.6.1 MCCC com Largura de Kernel Adaptativa

A estratégia definida MCC com largura de kernel adaptativo (Adaptive Kernel Width
MCC, AMCC) [Wang et al. 2017] consiste em selecionar um valor de kernel baseado na
combinacdo da regra de Silverman [Silverman 1986] e o quadrado do erro previsto. Wang
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et al. (2017) afirmam que isso implica numa convergéncia mais rapida, principalmente
quando o vetor de pesos que se deseja encontrar estd bastante longe do ideal. Esse método
tem uma implementagdo simples que ndo aumenta o custo computacional e nem introduz
parametros livres.

Para adaptar essa estratégia para dados de natureza complexa, podemos definir uma

nova regra de atualizacdo
o(n)?=e(n)e(n)* +o2, (3.70)

onde ¢ € um tamanho de kernel predefinido (a regra de Silverman pode continuar a ser
usada), e e(n) é o erro na iteragdo n. Essa adaptacdo no A-MCC é denominada MCCC
com Largura de Kernel Adaptativa (Adaptive Kernel Width MCCC - AMCCC).

3.6.2 MCCC com Chaveamento de Largura de Kernel

Com o objetivo de aumentar a velocidade de convergéncia do método, Wang et al.
(2015) propos o algoritmo de Chaveamento de Largura de Kernel do MCC (Switch Kernel
Width MCC - S—MCC) onde ou um tamanho de kernel fixo ou a metade do quadrado do
erro € usada como tamanho de kernel. O kernel escolhido é o maior entre esses dois
valores. Dessa forma, para adaptar essa técnica ao MCC basta fazer:

o?(n) :méximo(w,cz) (3.71)

Essa estratégia é denominada de MCCC com chaveamento de largura de kernel (Switch
Kernel Width MCCC - S-MCCC). Esse € mais um exemplo de estratégia que ndo adiciona
parametros livres ao algoritmo.

3.6.3 MCCC com Largura de Kernel Variavel

O MCC com o tamanho de kernel variavel (Variable Kernel Width MCC - VKW)
foi proposto em [Huang et al. 2017] como uma estratégia de calculo da largura de ker-
nel a cada iteracao através da maximizagdo da exponencial negativa do erro ao quadrado
exp(—e?/262%). Além disso, uma modifica¢do na fungdo custo é aplicada de modo a dimi-
nuir a influéncia da largura de kernel na parte externa da exponencial. Ao invés de maxi-
mizar J, = E[Gg(,)], a proposta de Huang et al. (2017) é maximizar J; = E[6°Gs(e)]. E
possivel usar da mesma estratégia para o caso complexo:

Jn=E[6*Gs(e)|=E[6"Gs(D-Y)] (3.72)

O que resulta numa equacao de atualizacdo do gradiente estocdstico:

wn 1) = win) +Eoexp (—%)e(m)*x(rz). (3.73)
A cada iteragdo, depois de calcular o erro e(n), o tamanho de kernel é atualizado a
partir de uma nova otimizagao para fazé-lo caminhar na direcdo da minimizagdo do erro.

Assim o tamanho de kernel é escrito como uma fung¢ao do erro:
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ene
n%c’fx.](en) :exp(—zc;l 2)2). (3.74)

Diferenciando a Equacgdo (3.74) com relagdo a e, usando o cilculo de Wirtinger, te-
mos:

9Jn - —exp|- €nep . eZG(e)n[Gn(j)_zenGZ(e)] (3.75)
de* 26, (e) 263 (e)
Depois, igualando a Equacdo (3.75) a zero, temos:
O = 2€,0,, = 2ks|en| (3.76)

Essa estratégia € denominada VKW-MCCC.



Capitulo 4

Aplicacoes

Este capitulo tem como objetivo exemplificar o uso da correntropia complexa em al-
guma aplicacdes. Inicialmente, é apresentada também uma breve explanagdo sobre as
diferentes estratégias de simulacdo de ambientes de ruido ndo-gaussiano que sdo usados
nas diferentes aplicacdes do capitulo além de métricas usadas para avaliagdo das respostas
dos algoritmos. Sao apresentados resultados na area de identificac@o de sistemas lineares,
equalizacdo de canal e amostragem compressiva. Além disso, sdo estudados efeitos de es-
tratégias de kernel adaptativo bem como a aplicag@o da correntropia complexa na solucao
de problemas envolvendo dados circulares.

4.1 Simulacao de Ambientes com Ruido Nao-Gaussiano

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos algoritmos propostos em ambientes com
ruido nao-gaussiano sdo usadas duas estratégias nas simulacdes: Através de uma funcao
densidade de probabilidade com duas modas (bimodal) e uma distribui¢do alfa estavel.
Ambas as estratégias sdo apresentadas a seguir.

Nesta tese sao usados ruidos complexos. Sendo assim, seja 1 € C a varidvel responsa-
vel por modelar o ruido alfa estdvel ou bimodal, gera-se a parte real (n?¢ € R) e imagindria
(m’™ € R) de forma independente, cada uma seguindo parAmetros préprios. Elas sio com-
binadas a posteriori, ou seja, N =nRe + jnim.

4.1.1 Ruido Bimodal

Uma das estratégias utilizadas para simular ruido impulsivo é somar duas distribui¢des
normais. A notagdo N (u,0) € utilizada para descrever uma distribui¢do normal com
média u e variancia 62. Para descrever o percentual de dados concentrado em cada moda
escreve-se EN (u,0), onde E € o percentual referente a moda descrita pela gaussiana em
seguida. A Figura 4.1 mostra um tipico histograma de um ruido bimodal com as seguintes
caracteristicas: Para a parte real usa-se 0.8N(0,1) +0.2N(13,2), ou seja, trata-se de um
ruido bimodal onde 80% dos dados estdo concentrados na moda cuja média é zero e a
variincia € 1. Os outros 20% dos dados estdo concentrados numa segunda moda que tem
média 13 e desvio padrdo 2. Seguindo a mesma ldgica, a parte imagindria € caracterizada
como 0.90N (-15,5) +0.10N/(8,1).

44
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Figura 4.1: Histograma com amostra do ruido bimodal cuja parte real é 0.80AN(0,1) +
0.20N/(13,2), e a parte imagindria 0.90N (-15,5) +0.10N(8,1).

4.1.2 Ruido Alfa-Estavel

Esta tese utiliza a distribuicao de alfa estavel de Lévy, também conhecida como distri-
buicao estdvel, ou alfa estdvel para modelar um ambiente de ruido impulsivo e gaussiano
[Samorodnitsky e Taqqu 1994].

A distribui¢do estdvel é caracterizada por quatro parametros: indice de estabilidade
(0 <a<2), parAmetro de assimetria (-1 < < 1), parAmetro de escala (¢ > 0) e um para-
metro de descolamento (u € R) [Samorodnitsky e Taqqu 1994]. A forma mais comum de
introduzir varidveis aleatorias com essa distribuicao € através de sua funcao caracteristica:

E[exp(j6X)] = exp{ —-o%|6|* (1 -JjB sign(e)tan?) +j,u(9}7 4.1)
seo+1,e
E[exp(j6X)]=exp { -0l0| (1 - %sign(e) 1n|9|) +j,ue}, 4.2)
se o= 1. A func¢do sign € definida como
-1 u<l,
sign(u)=4 0 u=0, 4.3)
I u>1.

O indice de estabilidade o é responsével por controlar o quao impulsivo seré o ruido.
O quio menor for o valor de o, maior vai ser a cauda da distribuico. E importante
ressaltar que esta tese trabalha como distribui¢Oes estdveis simétricas, isto é, B e u sdo
sempre selecionados como 0 em todas as simulagdes que usam esse tipo de ruido. Isso
porque, quando o valor de B,u=0, e a = 2, a distribuicdo estdvel é equivalente a uma
distribui¢do gaussiana. [Samorodnitsky e Taqqu 1994].
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A relagao sinal-ruido generalizada (Generalized Signal-to-Noise Ratio - GSNR) [Nikias
e Shao 1995] em dB, definida como

GSNR = 1010g(%), 4.4)
¢ usada para determinar o parametro de escala 6. Pg € a poténcia do sinal sem ruido, e o
¢ o indice de estabilidade. Dessa forma, para um dado valor de GSNR e o, o parametro
de escala ¢ € calculado usando a Equacdo (4.4).
Nesta tese, todos os ruidos gerados a partir da distribuicdo estdvel tem os mesmos
parametros para parte real e imagindria. Um exemplo de histograma de uma distribui¢do
alfa estdvel pode ser visto na Figura 4.2.

[ parte real
[ parte imaginaria

100 +

Figura 4.2: Histograma com amostra do ruido com distribui¢do alfa estdvel com GSNR =
20dB e o = 1.5, tanto para parte real quanto imagindria.

4.2 Métricas de avaliacao

A métrica mais usada para avaliar os algoritmos apresentados nesse capitulo € a razdo
entre o sinal original s e o erro e (Signal to Error Ratio - SER), e é definida em dB como:

S
SERdB = 1010g (W) 5 (45)

onde e =s—w, e w é o vetor estimado pelo algoritmo. Vale lembrar que o operador |-|| de
norma 2 aplicado aos complexos s, e € CL resulta em:

H
SER 3 = 10log (m) . (4.6)

Outra métrica utilizada na avaliacdo dos desempenhos dos algoritmos num cendrio de
equalizacdo de canal € a taxa de erro por bit (Bit Error Rate - BER).
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4.3 Identificacao de Sistemas Lineares

Para testar a robustez da correntropia complexa como fun¢do custo a ambientes de
ruido impulsivo, utiliza-se do MCCC numa tipica tarefa de identificacdo de sistemas. Um
diagrama esquemadtico do problema pode ser visto na Figura 4.3. Deseja-se identificar
o vetor complexo W =[(+1-2j),(-3+4,)]”, cujos valores foram escolhidos arbitrari-
amente. Um sinal complexo de entrada x, cuja a parte real é caracterizada pela PDF
N (1.0,0.5) enquanto que a parte imagindaria € caracterizada pela PDF N/(2.0,1.5) é mul-
tiplicado por w. Depois, esse vetor resultante € somado com um ruido 1, gerando o vetor
desejado d. Através das medidas ruidosas do vetor d e da entrada x, deseja-se obter o
valor de w.

Ruido
+ [Mn
Dados complexos X, ) S

Sistema 1 @ )
N

y dy=s,+My N

Sistema —.@

X, | Adaptativo | y, -
en=dy—yn
Algoritmo ! Fungao
Custo

Figura 4.3: Tipico problema de identificagdo de sistemas.

Para isso utiliza-se 0 MCCC aplicado ao método do gradiente e ao ponto fixo, con-
forme descrito no capitulo anterior. Além disso, 3 tamanhos de kernel foram utiliza-
dos. Esses algoritmos sdo confrontados com 3 outros algoritmos da literatura: CLMS,
[Mandic e Goh 2009], CRLS [Diniz 2008] e o Least Absolute Deviation (LAD) [Alliney
e Ruzinsky 1994]. O SER € usado como métrica para avaliagdo dos resultados.

Num primeiro momento, o ruido impulsivo foi modelado através de uma distribuicao
bimodal 0.90A/(0.0,0.05) +0.10N(10.0,5.0) tanto para a parte real quanto para a parte
imagindria. O resultado da identificacdo do sistema pelos algoritmos pode ser visto na Fi-
gura 4.4, que mostra a média de 10* simulagdes de Monte Carlo. w sempre € inicializado
com zeros e as simulacdes sdo finalizadas sempre apds 300 iteragdes de cada algoritmo.
Ja a Figura 4.5 mostra o desvio padrao referente a essa mesma simulagdo.

Conforme esperado, uma rapida convergéncia é obtida através dos métodos baseado
em ponto-fixo, caso do CRLS e dos ponto fixo que usam o MCCC. Os algoritmos base-
ados no gradiente ascendente tem uma convergéncia mais lenta (Gradiente com MCCC,
CLMS e CLAD). Todos eles usaram um passo fixo de u = 0.02. E possivel observar tam-
bém que o ruido impulsivo deteriora o desempenho dos métodos de segunda ordem como
o CRLS e o CLMS. Conforme esperado, os métodos que usam o MCCC e o LAD como
func¢do custo sofrem menos com ruido impulsivo. A figura 4.4 mostra a queda do SER
dos métodos baseados em segunda ordem.

O tamanho de kernel é um parametro livie do MCCC. Conforme foi mostrado nas
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Figura 4.4: Média de 10* SER comparando os algoritmos do gradiente com MCCC e o
ponto fixo com MCCC com os algoritmos cléssicos da literatura CLMS, LAD, CRLS.
Ambiente com ruido bimodal.

propriedades da correntropia complexa, ele pondera os momentos estatisticos que estao
sendo usados pela medida. Os trés valores de kernel escolhidos ajudam a mostrar o efeito
desse parametro no algoritmo. Por exemplo, conforme o tamanho do kernel cresce, os
momentos de alta ordem decrescem rapidamente, fazendo com que os métodos baseados
no MCCC se aproximem do desempenho dos métodos que usam estatistica de segunda
ordem, caso do CRLS, e do CLMS.

O MCCC com o ponto fixo foi o algoritmo que em média atingiu os maiores valores
de SER. Um valor pequeno do kernel ajuda a ignorar os outliers cateteristicos do ruido
bimodal. Isso pode fazer também com que a convergéncia do método seja prejudicada,
tanto que, analisando a Figura 4.5, nota-se que o ponto fixo com MCCC e tamanho de
kernel 1 tem o maior desvio padrao da simulacdo, indicando que algumas simula¢des po-
dem ndo terem convergido para w. A velocidade de convergéncia também € prejudicada,
para confirmar isso basta confrontar o ponto fixo com MCCC e tamanho de kernel 1 com
o ponto fixo e MCCC mas com tamanho de kernel 5.

E importante também fazer um comparativo em relacdo ao MCCC usando o gradiente
e o ponto fixo. A diminuicdo do tamanho do kernel faz com que a superficie de desem-
penho se torne mais rugosa, o que dificulta bastante o gradiente ascendente. Por isso, é
possivel ver que o MCCC com gradiente e tamanho de kernel 1 ndo convergiu. Também
vale ressaltar que o algoritmo baseado em ponto fixo necessita realizar inversao matricial
para calcular os pesos 6timos, tendo assim um custo computacional maior.
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Figura 4.5: Desvio padrao referente as simulacdes mostradas na Figura 4.4.

O mesmo problema foi testado quando a distribuicdo alfa estdvel € usada para modelar
o ruido impulsivo, com parametros GSNR = 10dB e o = 1.5. Os resultados da média do
SER podem ser vistos na Figura 4.6. Os desvios padrdo correspondentes sao vistos na
Figura 4.7.

Apesar dos desempenho entre os métodos serem parecidos ao exemplo anterior, €
interessante ver que o tamanho do kernel precisou ser ajustado para que 0o MCCC pudesse
ter resultados satisfatorios. Mudando a natureza dos dados, seja do vetor de entrada ou
do ruido, o tamanho do kernel precisa ser ajustado. A variancia infinita que caracteriza
a distribuicdo de probabilidade do ruido alfa estdvel torna o processo de identificagdao
mais dificil, resultando em niveis de SER menores para todos os algoritmos. Assim, o
tamanho de kernel 6 = 1 que obteve os melhores resultados no ambiente de ruido bimodal
J4d ndo convergiu quando o ruido segue a distribuicdo alfa estavel, sendo considerado muito
pequeno. O gradiente com tamanho de kernel 1 também ndo convergiu.

De forma geral, como as simulag¢des nos dois ambientes puderam mostrar, a escolha
apropriada do tamanho do kernel faz com que o MCCC com ponto fixo seja um método
que consegue aliar a robustez ao ruido impulsivo do algoritmo LAD como a rdpida con-
vergéncia do CRLS. Caso o custo computacional seja considerdvel ao problema, pode-se
recorrer ao gradiente com MCCC.
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Figura 4.6: Média de 10* SER comparando os algoritmos do gradiente com MCCC e
o ponto fixo com MCCC com os algoritmos cléssicos da literatura CLMS, LAD, CRLS
num ambiente com ruido modelado pela distribui¢do alfa estdvel, com GSNR =15 dB e
a=1.5.

4.3.1 Resultados usando kernel adaptativo

Esta secdo compara os resultados obtidos na se¢@o anterior com as estratégias de ker-
nel adaptativos apresentadas nesta tese. E considerado o mesmo cendrio de identificacio
de sistema com os mesmos parametros do vetor de entrada. A distribui¢do alfa esté-
vel modela o ambiente de ruido impulsivo, com GSNR = 15dB e ot =1.5. A estratégia
VKW-MCCC deixa a convergéncia do algoritmo mais lenta. Dessa forma, ao invés de
300 iteragdes sdo analisados 1500 passos de cada algoritmo. Uma outra mudanga foi a
exclusdo dos algoritmos baseados em ponto fixo do comparativo, ja que todas as estraté-
gias de kernel adaptativo sao desenvolvidas para o gradiente ascendente e ndo se desejava
ter um grafico com excesso de algoritmos, dificultando o comparativo. Como o ambiente
e os parametros s3o os mesmos, pode-se comparar as curvas de resultados desta se¢do
com os resultados da secdo anterior. Uma outra mudanca foi a exclusdo do gradiente com
MCCC e tamanho de kernel fixo 6 = 1 j4 que nas simulagdes da secdo anterior esse valor
de kernel impediu a conversao do método. Optou-se entdao por escolher um valor de 6 =5
como o menor kernel fixo testado no gradiente ascendente com MCCC.

As trés estratégias implementadas, AMCCC, SMCCC e VKW-MCCC calculam um
sigma Otimo baseado no erro de estimacao do sistema. Apesar de serem estratégias que
visam tornar o ajuste do kernel automdtico, todas elas precisam de um valor de kernel
inicial, ndo eliminando o pardmetro livre totalmente. Maiores detalhes podem ser encon-
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Figura 4.7: Desvio padrao referente as simulacdes mostradas na Figura 4.6.

trados na se¢do 3.6 do capitulo anterior. Todas as simula¢des desta secdo utilizaram um
tamanho de kernel inicial para os algoritmos de 6; = 0.2. Nos testes realizados, depen-
dendo do nivel de ruido, tamanho do vetor entrada, etc, os algoritmos tem o desempenho
mais ou menos sensivel a escolha desse parametro inicial, com destaque para o VKW, que
se mostrou a estratégia mais sensivel a variacao desse parametro.

A Figura 4.8 mostra o SER médio de 10* simula¢des de Monte Carlo. Nela, é possivel
verificar que o VKW-MCCC foi a estratégia que atingiu o maior valor de SER médio, em
torno de 23 dB apds 1500 iteragdes. A titulo de comparacdo, no mesmo ambiente, o
melhor resultado até entdo foi o ponto fixo com MCCC usando um tamanho de kernel
o = 10, que atingiu em média cerca de 30dB depois de 300 iteragdes. Apesar do bom
resultado, o VKW-MCCC foi o algoritmo com a convergéncia mais lenta dentre todos os
testados, ultrapassando o SER médio do MCCC com gradiente ascendente e tamanho de
kernel fixo 6 =5 somente apds cerca de 550 iteracoes.

J4 a estratégia AMCCC mostrou-se ter um SER médio menor do que o LAD e o
MCCC com gradiente ascendente e tamanho de kernel fixo ¢ = 10, e maior do que a
estratégia adaptativa SMCCC.

Tanto o AMCCC quanto o SMCCC superaram em média o desempenho do gradiente
com MCCC e um tamanho de kernel ¢ = 100 (maior testado) ou do préprio CLMS.

O desvio padrao das simulac¢des da Figura 4.8 é mostrada na Figura 4.9.

O uso da correntropia complexa como fun¢ao custo, assim como no caso real, traz
como desvantagem o fato da introducio do tamanho do kernel como pardmetro livre no
método. Como foi mostrado nas simulagdes, ele € responsavel por controlar a velocidade
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Figura 4.8: Média de 10* SER comparando os algoritmos do gradiente com MCCC e
o ponto fixo com MCCC com os algoritmos cléssicos da literatura CLMS, LAD, CRLS
num ambiente com ruido modelado pela distribui¢do alfa estdvel, com GSNR =15 dB e
a=1.5.

de convergéncia e desempenho em regime do algoritmo ja que seleciona quais momentos
estatisticos estdo sendo utilizados. As estratégias de usar um kernel adaptativo mostraram-
se mais eficazes do que escolher um valor nao 6timo aleatério para o tamanho do kernel
do algoritmo. Por outro lado, pode-se notar que o algoritmo ainda é sensivel ao kernel
fixo que ainda € necessdrio como parametro para iniciar os algoritmos.
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Figura 4.9: Desvio padrao referente as simulacdes mostradas na Figura 4.8.
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Figura 4.10: Diagrama de blocos contendo o problema de Equalizacao de Canal.

.

Um problema de equalizacdo de canal foi selecionado como um segundo cendrio para
simulagdes utilizando os mesmos algoritmos para contrastar o MCCC. A Figura 4.10
mostra um diagrama de blocos de um sistema de comunicacao associado a um equalizador
de canal adaptativo.

Um sinal de treinamento conhecido formado pela sequéncia de 5000 simbolos com-
plexos espacados associados a uma modulacido de amplitude em quadratura 16 - QAM
(Quadrature Amplitude Modulation) cujos valores podem assumir: (+1+;1,+2+;2,...,+3+
j3), como pode ser visto na Figura 4.11-a. O componente de fase A.; e de quadratura
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Aj.0 no A-€ésimo instante e seu respectivo atraso sdo submetidos a um canal desconhe-
cido w, modelado como w = [wy,w;]7, onde w; e w; € C. O resultado disso é um sinal
distorcido denominado By:

wi

. 4.7)

Bk =[Ax Ak-1]

onde w; e wy foram arbitrariamente escolhidos como (1.1-j1.1) e (0.5-j0.2) respecti-
vamente. O sinal distorcido Bk pode ser observado na Figura 4.11-b.
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(c) Sinal de entrada distorcido pelo canal e cor-  (d) Sinal corrigido pela equalizacido de canal

rompido com ruido com distribuicdo alfa estd- utilizando o MCCC e kernel size ¢ = 1. Ponto

vel e GSNR =20 dB. Ponto C da Figura 4.10. D da Figura 4.10.

Figura 4.11: Fluxo dos dados no processo de equaliza¢do de canal em cada ponto da Figura 4.10.

Como foi observado que nas simulagdes de identificagdo de sistemas, o ruido cons-
truido a partir da distribuicdo alfa estdvel € bem mais severo do que o bimodal, como
mostram as curvas SER da se¢do anterior. Assim, para testar a resposta dos algoritmos a
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um ambiente de ruido impulsivo, as simulacdes conduzidas na equalizacao de canal uti-
lizaram somente um ruido aditivo 1 ao sinal Bx com distribui¢do de probabilidade alfa
estavel, gerando o sinal Cx = Bg + Mgk, mostrado na Figura 4.11-c, que foi gerada a partir
deuma=1.5.

O sinal Ck e seu respectivo atraso sdo usado enquanto entradas do equalizador adap-
tativo assim como o erro entre o sinal de treinamento e a saida do equalizador Dg. Nas
simulacdes, w sempre € inicializado com zeros. Enquanto o MCCC e o CRLS s3o méto-
dos de ponto fixo, o CLMS e o LAD utilizam o gradiente ascendente com coeficiente de
aprendizado u =0.01. Apds finalizado o processo de equalizacdo, o parametro w encon-
trado ao fim das iteragdes € usado para gerar uma curva de taxa de erro (Bit Error Rate -
BER) para cada um dos algoritmos e para diferentes valores de GSNR. O resultado desse
comparativo pode ser visto na Figura 4.12.
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Figura 4.12: Média de 103 curvas BER para os algoritmos CLMS, CRLS, LAD e MCCC
com t.

Além dos métodos cldssicos ja mencionados, trés valores de kernel foram escolhidos
para a solucdo de ponto fixo com MCCC: 1, 10, e 100. Além disso, vale salientar que o
desempenho dos algoritmos sdo avaliados na média de 10° simulacdes de Monte Carlo.
A Figura 4.13 mostra os desvios padrao correspondentes a cada um dos algoritmos nas
10° simulag¢des de Monte Carlo.

Como pode ser visto na Figura 4.12, todos os algoritmos conseguiram resultados sa-
tisfatérios em um cendrio com alto valor de GSNR. Entretanto, a medida em que esse
parametro decai, gragas a natureza do ruido utilizado, a probabilidade do aparecimento
de outliers aumenta. Esse tipo de ambiente degrada o desempenho de métodos de segunda
ordem, como o CRLS e o CLMS. A figura 4.14 mostra o comportamento do MCCC para
valores de o que variam de 1 a 2 enquanto que o tamanho do kernel é fixo em 6 =1. De



CAPITULO 4. APLICACOES 56

0.12 T T
CLMS
LAD
01 | - = =CRLS
MCCC o =1
MCCC ¢ =10
MCCC ¢ =100
0.08 4
o
'
; \
o 0.06 | =" T== ~= _ .
CS) - - S~
[} ’ =~ ~
8 . -, ~
0.04 + ’
’
’
’
-
S~
0.02 - \
0 1 1 1 1

10 12 14 16 18 20
GSNR (dB)

Figura 4.13: Desvio padrdo referente aos resultados mostrados na Figura 4.12.
acordo com a propriedade 3, usando o kernel gaussiano, a correntropia complexa con-

tém informacao de alta ordem estatistica, fazendo com que o MCCC seja robusto a ruido
impulsivo como o LAD.

Figura 4.14: Curvas BER para o algoritmo do MCCC com o tamanho de kernel fixo em
o = 1 para diferentes valores de GSNR e de a.

Além disso, o desvio padrdo das simulacdes de Monte Carlo que sdo vistas na Figura
4.13 mostra que, para toda a faixa de tamanhos de kernel testada e de valores de GSNR,
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0 MCCC teve o menor desvio padrao entre todos os algoritmos testados. Como pode ser
atestado pela Figura 4.12, o desempenho do MCCC depende diretamente da escolha cor-
reta do tamanho de kernel, que é um parametro livre do método. Os melhores resultados
foram obtidos com ¢ = 1. A figure 4.11-d mostra o sinal corrigido, Dk, produzido pelo
método MCCC usando 6 =1 e GSNR = 20dB.

Pode-se notar que, para alguns valores de GSNR, o algoritmo LAD consegue resul-
tados superiores a0 MCCC com tamanho de kernel 6 = 100. Como foi ressaltado pela
propriedade 4, com o crescimento do tamanho do kernel, a correntropia complexa tende
a se comportar como a correlagdo da mesma maneira que a correntropia o faz com dados
reais. Sendo assim, conforme esperado, tanto em média (Figura 4.12-a) quanto no desvio
padrao (Figura 4.12-b), o desempenho do MCCC se assemelha ao do CRLS com o maior
tamanho de kernel testado, 6 = 100. Para enfatizar a importincia do ajuste do tamanho
do kernel, foi produzida a Figura 4.15, que mostra a superficie formada por cada uma das
curvas BER criada com tamanhos de kernel variando de 5 a 50.

0.4

0.3

Figura 4.15: Influéncia de diferentes tamanhos de kernel/ no comportamento das curvas
BER para o MCCC com diferentes valores de GSNR e indice de estabilidade (ot = 1.5)
fixo.

Com o tamanho do kernel ajustado, o MCCC foi capaz de obter menores valores de
erros que os algoritmos tradicionais para todos os valores de GSNR testados, mostrando
ser uma ferramenta vélida em ambientes de ruido impulsivo.



CAPITULO 4. APLICACOES 58

4.5 Amostragem Compressiva

Recentemente, um grande interesse surgiu na comunidade cientifica em torno de uma
drea chamada amostragem compressiva (Compressive sensing - CS). Trata-se de tirar
vantagem de sinais esparsos para reconstrui-los usando menos medidas do que a teoria
da amostragem de Nyquist-Shannon indicariam como adequada [Candes e Wakin 2008].
Por isso, a amostragem compressiva foi aplicada com éxito em diversas dreas como pros-
peccdo sismica [Sun et al. 2018] ou até monitoramento de sinais biométricos [Meng
et al. 2018, Zhu et al. 2019, Meng e Zhu 2019]. As técnicas de amostragem compres-
siva t€ém se mostrado de certa forma robusta na tarefa de reconstru¢do de sinais esparsos
sob influéncia de ruido gaussiano [Akcakaya e Tarokh 2010, Zhu e Baron 2013, Candes
2008, Lin 2017], entretanto, ruido impulsivo tende a deteriorar o desempenho de algo-
ritmos tradicionais da drea que sdo baseados em métodos de otimizacao que usam infor-
magcao estatistica de segunda ordem [Candes e Wakin 2008, Becker et al. 2011, Zhang
et al. 2018].

Seja um sinal x de tamanho L, com esparsidade S, ou seja, das L amostras, apenas S sao
diferentes de zero, € possivel reconstruir x a partir de um sinal menor y com tamanho M,
ou seja, M < L, através do mapeamento de uma matriz A de dimensdo M x L. Essa matriz
¢ chamada de matriz de medi¢do. Matematicamente, isso pode ser expresso como um
sistema possivel indeterminado (com multiplas solu¢gdes) y = Ax. A Figura 4.16, adaptada
do trabalho [Baraniuk 2007], mostra essa relagao.

[(TT A TTTT I TTT] =

Figura 4.16: Tipico problema de amostragem compressiva. Deseja-se reconstruir um
vetor esparso X com tamanho L x 1 a partir de um vetor menor y com tamanho M x 1, onde
M<L.

A "norma"/y, indicado pelo operador |-
diferentes de zero de um vetor, ou seja

0, corresponde a quantidade de elementos

[xlo = #(ilx; # 0), (4.8)

onde #(+) é operador de cardinalidade.
Esta tese faz uso de um abuso de notacdo chamando ¢, de norma, assim como grande
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parte dos trabalhos de amostragem compressiva. Formalmente, a "norma"/y nao pode ser
qualificada como norma porque ndo € uma operacdo homogénea.

A amostragem compressiva requer uma esparsidade S = ||x|o muito menor do que o
comprimento do sinal x, § << L. Além disso, a matriz de medi¢do A deve ter uma isome-
tria restrita (Restricted Isometry Property - RIP) para que o sinal consiga ser reconstruido
com alta probabilidade [Candes 2008]. De forma pratica, submatrizes da transformada
discreta de Fourier, transformada discreta do cosseno e até matrizes aleatorias atendem
aos critérios de isometria restrita podendo entao serem utilizadas em problemas de amos-
tragem compressiva [Candes e Wakin 2008].

Levando em consideracao o ruido, pode-se escrever o problema de amostragem com-
pressiva como y = Ax+7, onde Y € um ruido aditivo. Ainda em relagdo a modelagem do
problema, quando um sinal x ndo € esparso, pode-se usar uma transformacgao bijetiva T
de forma que Tx = X seja esparso. Ou seja, y = AT~ !%+7y. Sem perda de generalidade, é
possivel escrever y = AX +7, redefinindo a matriz de medicao A.

Viérios algoritmos foram propostos para resolver o problema do sistema y = Ax+Y,
tais como programacao linear e otimizag¢do convexa. A grande maioria deles implementa
uma solugio aproximada da minimizacdo de x| sujeito a restri¢des:

minimizar |x||o
y (4.9)
sujeito a |Ax—b|3 <k,
onde b € o vetor de medidas que é poluido pelo ruido aditivo e € é um fator de tolerancia.
Entretanto, minimizar (4.9) ¢ um problema NP-dificil [Candes e Wakin 2008], fa-
zendo com que sua solucdo seja muito demorada [Seth e Principe 2008]. Por esse motivo,
o que grande parte da literatura propde € minimizar a norma ¢; [Seth e Principe 2008, Bec-
ker et al. 2011] ao invés da norma £:

minimizar |x||;
* (4.10)
sujeito a |Ax—b|3 <k,

O trabalho de Seth e Principe (2008) mostrou que a métrica induzida da correntropia
poderia aproximar a norma ¢, reduzindo o nimero de medidas necessdrio a reconstru¢ao
de sinais reais quando comparado a norma /.

J4 He et al. (2019) incluiu o critério de médxima correntropia na restricio em conjunto
com uma estratégia de atrator de zeros para aproximar a norma ¢ e conseguir resultados
animadores em ambientes de ruido impulsivo mas sempre envolvendo dados reais.

Virios sdo as aplicagdes de amostragem compressiva que necessitam de dados com-
plexos [Zhu e Bamler 2012, Sung et al. 2017, Bettens et al. 2017, Tivive e Bouzerdoum
2013, Zhu e Bamler 2011]. Sendo assim, esta tese aplicou a CCIM para estender a vetores
complexos o trabalho de Seth e Principe (2008). Além disso, desenvolveu um novo algo-
ritmo chamado /p—MCCC que usa 0 MCCC para reconstruir vetores complexos a partir
de medidas contaminadas com ruido impulsivo. Essas duas contribui¢des a drea de amos-
tragem compressiva sdo descritas nas se¢des a seguir. Em ambos os casos, os algoritmos
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propostos sao confrontados com solugdes da literatura que sao capazes de lidar com dados
de natureza complexa.

4.5.1 CCIM como aproximac¢ao da norma /

Como foi mostrado na propriedade 9.1 da correntropia complexa (se¢do 3.4), fazendo
o tamanho de kernel 6 - 0, a CCIM (y¢) é capaz de aproximar a norma £y num problema
de otimizagao. Dessa forma, uma possivel solucdo a (4.10) é fazer:

z = min y5(z,0) sujeito ay = Az, (4.11)

onde y € CM ¢ o vetor de medidas complexo, enquanto z € CL € o vetor esparso que deseja
se reconstruir. Foi usado uma matriz de medi¢do complexa A € CM*L aleatéria que segue
a PDF N (0, 1) tanto para parte real quanto para a parte imaginaria.

Como no caso real desenvolvido em [Seth e Principe 2008], utiliza-se nesta tese o
método da projecdo do gradiente [Horie e Aiyoshi 1999] para realizar a minimizacao.
Nesse método, o vetor gradiente g é computado e projetado em A”. Como nas aplicagdes
acima, a Equagdo (3.40) ndo € analitica no dominio dos complexos, veja:

. . 2 G4(0 L 7
mln||z\|0mmm[\|;g_>0(z,0)] Z#Z{l—exp(—gc‘z)}’
i=1

portanto o célculo de Wirtinger deve ser aplicado mais uma vez para obter:

oy (z,0 oy (z,0
[g]M:[ "’3(* ) . “’3(* )], (4.12)
] oz}
onde 5
c ) %
V5(2,0) _ Gs(0)z (%) 4.13)
oz} 2Lc? 262
Entao, a projecdo pode ser obtida como
g=[1-AT(AAT)'A]g, (4.14)
entdo, para atualizar z, temos:
~ g
z(n+1)=z(n)-n——. (4.15)
18]

Como foi mostrado, o tamanho de kernel préximo de 0 é necessdrio para que a CCIM
aproxime a norma fy. Entretanto, deixar o valor do kernel muito pequeno dificulta a
descida do gradiente, produzindo muitos minimos locais. Para superar esse problema, foi
adotado a mesma solugdo proposta ao caso real, uma técnica de anelamento de kernel
(kernel annealing) proposto por Erdogmus (2002). Os resultados presentes nessa tese
usam os mesmos parametros do trabalho de [Seth e Principe 2008] para o caso real com
excecdo do passo do gradiente que foi mudado para m = 0.05. Basicamente, trata-se da



CAPITULO 4. APLICACOES 61

descida exponencial do valor do tamanho kernel com o passar das iteragdes.

Nos resultados aqui apresentados, foi reconstruido um sinal complexo z esparso de
tamanho L = 512. Quatro valores de esparsidade foram testadas, S = 16,32,64,128. Os
valores ndo nulos sdo selecionados aleatoriamente e uniformemente distribuidos dentro
do vetor z. O valor propriamente dito foi gerado usando uma distribui¢io normal com
média 0 e variancia 1, tanto para a parte real quanto para a parte imagindria. Vdrios
numeros de medida foram testados, de M =40 até M = 300 medidas, com um passo de 4.

A Figura 4.17 mostra a média de 103 iteragdes de Monte Carlo para cada valor de M
testado. Nessa simulacdo nenhum ruido € acrescentado ao sinal. Uma reconstrucao do
vetor esparso é considerada realizada com sucesso quando |z-z,|, < 1073. O gradiente
descendente € inicializado com a solu¢do de minima energia zg = AT (AAT)~ly. O mé-
todo aqui proposto é comparado ao NESTA (Nesterov’s Algorithm)[Becker et al. 2011],
algoritmo que minimiza a norma ¢; ao invés da CCIM na aproximacdo da norma ¢, e que
¢ capaz de lidar com dados complexos.

As simula¢des numéricas, mostradas pela Figura 4.17, apontam que ndo s6 a CCIM é
capaz de aproximar a norma ¢y como menos medidas sdo necessdrias para reconstruir o
vetor esparso complexo, isso quando comparado ao NESTA, que usa a norma ¢;. Como
esperado no problema de amostragem compressiva, a medida em que se aumenta o nu-
mero de elementos nao nulos (S) no vetor esparso, mais medidas sdo necessdrias para se
reconstruir com sucesso o vetor original complexo.
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Figura 4.17: Comparativo entre o percentual de reconstrugdes com sucesso usando a
aproximacao da norma ¢y com a CCIM com o NESTA, que utiliza a norma ¢;. O vetor
vetor complexo esparso que € recuperado tem tamanho L =512 e S elementos nio zero
em funcdo do nimero de medidas (M) realizadas.
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45.2 (p-MCCC

Recentemente, a correntropia foi utilizada como fun¢do custo num problema de amos-
tragem compressiva [He et al. 2019], se mostrando uma importante ferramenta para lidar
com ruidos ndo gaussianos. O novo algoritmo foi chamado de {p—Maximum Correntropy
Criterion (/p—MCC). O algoritmo combina o MCC a uma estratégia de aproximacao do
gradiente da norma / através de um atrator de zeros, que foi primeiramente definido num
algoritmo chamado /p—Least Mean Square (/,—LLMS) definido em [Jin et al. 2010].

Ao invés de resolver o problema proposto na Equagao (4.10), vamos definir uma nova
funcdo custo J, inspirada em [He et al. 2019], como

J==V5(B,Y)+A|w]o, (4.16)

onde V§(B,Y) é a correntropia complexa entre o sinal desejado e b, que sdo as medi-
das contaminadas com ruido impulsivo, e a saida estimada pelo algoritmo y = Aw. Vale
lembrar que A € CM*L ¢ a matriz de medicdo e we CL é o vetor esparso que se deseja
reconstruir. A é um simples parAmetro de regulariza¢do que pondera a aproximagdo do
gradiente da norma ¢, de w.

Minimizar (4.16) significa maximizar a correntropia complexa V§(B,Y) que € a si-
milaridade entre B e Y. Uma vez que a similaridade € maximizada, o erro E=B-Y €
minimizado. Isso, combinado a minimizac¢do da norma ¢y de w garante a solu¢do mais
esparsa [Candes et al. 2006].

Gradiente da Correntropia complexa

Esta tese usa um gradiente estocdstico para minimizar (4.16). Isso € feito a partir do
uso do célculo de Wirtinger para encontrar a derivada de V§(b,y) em relagdo a w*. Como
a modelagem do problema foi feita de forma diferente da identificacdo de sistemas, a
derivacdo da regra de atualizagdo precisa ser calculada mais uma vez. Primeiro, reescreve-
se V§(b,y) como:

VE(BY)=1-— 1%@4 _eie 4.17)
o onet M & P\7202 ) '

onde ¢; = (b;—y;) = (bj— 0;w) é o escalar da posic¢do i do vetor erro e. ¢; = A(i,.) é um
vetor de tamanho 1 x L, extraido da i—€sima linha da matriz de medi¢do A. Usando o
calculo de Wirtinger em (4.17):

sy 1 1Y ( eiel.*) 1 9d(ee})

- — - 4.18
ow* 2n62Ml;eXp 262 ) 262 ow* '’ (+18)

onde
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eie; = (bi—O;w)(bi—o;w)*
= (bi—0iw)(b] - o;w™)

* ook (4.19)
+¢iw¢;W*.
Assim,
d(eje}) . .
S = 0= (b)) =0+ (0iwo) ", (4.20)
w
que pode ser reescrito como
d(eie})
o = b0+ (Giw)of = —eig, (4.21)
\
Entao, usando (4.21) em (4.18):
V¢ 1 1M eief "
=— — - 02 4.22
ow*  2notM ;eXp( 262 )€ o (4.22)

Aproximacao do gradiente da norma /¢

Utiliza-se da mesma estratégia para aproximacgdo do gradiente da norma ¢y que foi
usado em [Jin et al. 2010], e que € comum ao algoritmo ¢p—MCC [He et al. 2019]. Entre-
tanto, uma adaptacao deve ser necessdria para lidar com nimeros complexos. Seja wy o
k—€simo elemento do vetor esparso w, pode-se 0 reescrever como wy = w;° + jwi™ assim:

k .
Vlwillo » Zg(wi) = 2 (W) + jzg (W), (4.23)
onde
2w+B, —L<w<0;
zp(w) = b ) b | (4.24)
Bew—B, O<w<g.

O termo zg(w) € chamado de atrator e a varidvel B € um parametro livre que controla
a zona de atracdo para pequenos valores no intervalo [—%, é] Assim, o produto B2w + 3
controla o qudo préximo de zero pode chegar o algoritmo, o que implica diretamente na
sua precisao.

Algoritmo /p-MCCC

Unindo a derivada de V§ com relagdo a w*, mostrada na Equagao (4.22), com a apro-
ximagéo V| w|o obtida em (4.23), pode-se usar do gradiente estocdstico para reconstruir
sinais esparsos complexos usando a seguinte regra de atualizacdo:
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Wiil = Wi+ T exp (—%) e +TAZg(Wy). (4.25)

Assim como no caso real [He et al. 2019], o nimero de dados pode ser insuficiente
para garantir a convergéncia. Assim, € necessario utilizar a estratégia 0; = ¢;ps € bipr = b;.
O seguinte algoritmo resume o processo:

Algorithm 3 /p-MCCC

Inicializagdo:
Escolher passo do gradiente 1, largura de kernel 6, parimetro de regularizagio A, e regido
de atuagio do atrator B. E usado o contador de itera¢io i = 0. O vetor esparso é inicializado
com zeros wy = 0. E definida uma tolerancia € e um niimero méximo de iteracdes C.
Computagdo:

1: procedure /,—MCC:

2: while (i < C) do

3: % extrair o vetor entrada e o correspondente de saida da matriz de medidas A

e do vetor de medidas ruidosas b:

4: r=mod(i,M)+1; d;=A(r,.); d; = b,
5: % Calculando a saida
6: yi = 0iw;
7: % Computando o erro
8: ei=di—yi
9: % Atualizando o w usando o MCCC
10: Wit :wi+nexp(—%)ei¢?
11: % Atualizando o w usando a estratégia do atrator
12: k=1, w=w;;
13: for (k<L) do
14: Wi = Zg (i)
15: k=k+1
16: end for
17: Wil =Wt +T]7\.V_V
18: if |[w;, 1 —w;|? <€ then
19: Parar
20: end if
21: % Atualizando o contador
22: i=i+1
23: end while

24: end procedure

O algoritmo acima generaliza tanto o £,—LMS (fazendo o tamanho de kernel G — o)
quanto o £p—MCC para o caso complexo.
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Sem ruido | Ruido gaussiano | Ruido impulsivo
NESTA 59.21 17.07 7.25
o-LMS 34.39 23.47 9.51
p-MCCC 34.28 25.16 24.07

Tabela 4.1: Média de 103 SER computado para cada algoritmo em 3 diferentes cendrios:
Sem ruido, com ruido gaussiano e com ruido impulsivo.

Resultados

O SER € usado nessa se¢do para avaliar o desempenho do algoritmo £p—MCCC. Trés
cendrios sao usados a principio no comparativo: Sem ruido, com ruido gaussiano e com
ruido impulsivo. A distribui¢do alfa estdvel foi usada para gerar tanto o ruido gaussiano
quanto o ruido impulsivo. A tabela 4.1 mostra a média de 103 valores de SER para
cada um desses cendrios descritos. Todas as simulagdes foram feitas usando os seguintes
parametros: M =512 medidas, um vetor esparso complexo e aleatério x com tamanho
L=1024 e §=32 elementos ndo nulos. O passo do gradiente utilizado no NESTA foi
u=0.001, enquanto que o ¢p—LMS e ¢)-MCCC usaram os seguintes parametros: passo
do gradiente u=0.0005, A=0.07, B =0.85. O tamanho do kernel usado pelo £(—MCCC
foi 6=1.83, e a tolerincia de €=10"%. O nimero mdximo de iteragcdes escolhido foi
C=2.10°.

No cendrio sem ruido todos os algoritmos testados foram capazes de reconstruir o ve-
tor esparso. A precisdo € um dos pontos fortes do NESTA [Becker et al. 2011], que foi o
método que atingiu os maiores niveis de SER nessa configuracdo, como pode ser visto na
Tabela 4.1. Como o {p—LMS e {p—MCCC usam a mesma estratégia de aproximagdo do
gradiente da norma /, eles atingiram niveis similares de SER, estando limitados nume-
ricamente a relacdo BZw + B que compde a Equacdo (4.24), responsavel pelo gradiente da
norma ¢ do vetor esparso.

O ruido gaussiano foi gerado usando a distribuicao alfa estdvel com parametros GSNR=20
dB e a=2. A tabela 4.1 mostra que o desempenho do NESTA cai significativamente
quando comparado aos outros dois algoritmos testados. A estratégia do atrator de zeros
usada tanto pela aproximacgdo do gradiente da norma ¢y do ¢p—LMS e ¢p—-MCCC tende
a suavizar o efeito do ruido. Nesse cendrio, o algoritmo proposto /p—MCCC teve um
desempenho equivalente ao algoritmo j4 definido na literatura /,—LMS.

Para avaliar o desempenho dos algoritmos sob ruido impulsivo, o parametro o da
distribui¢do alfa estavel foi mudada de 2 para 1.5, mantendo o nivel de GSNR em 20 dB.
Essa configuragdo cria um ambiente de ruido impulsivo, aumentando a probabilidade da
aparicdo de outliers nas medi¢des. Um tipico resultado do processo de reconstru¢ao dos
algoritmos testados pode ser visto na Figura 4.18. A linha superior mostra o resultado
para o NESTA, enquanto que a linha do meio trata do £p—LMS e, por udltimo, a dltima
linha € referente ao /p—MCCC. J4 a coluna do lado esquerdo da Figura 4.18 corresponde
a parte real dos sinais, enquanto que a coluna do lado direito trata da parte imagindria dos
sinais complexos. Como esperado, a presenca de ruido impulsivo deteriora o desempenho
dos algoritmos cuja restri¢des sdo baseadas em métodos de segunda ordem (NESTA e /p—
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LMS). Em contraste, o método proposto que usa a correntropia complexa na restri¢cao
enquanto func¢do custo € capaz de reconstruir um sinal que mais se parece com o sinal
original e, por isso, foi 0 método que atingiu o maior valor de SER nesse ambiente, como
comprova a Tabela 4.1.

Deseja-se avaliar também o quio robusto é o algoritmo proposto £p—MCCC a ruido
impulsivo. Sendo assim, 10° simulagdes de Monte Carlo com GSNR no intervalo de
[10,30] dB e um o = 1.5 fixo foram realizadas. A média dessas simulagdes podem ser
vistas na Figura 4.19. Os demais parametros da simulacdo sdao: Comprimento do sinal
esparso L = 1024, dois niveis de esparsidade S = {16,32}, e M = 512 medidas. Como pode
ser visto na Figura 4.19, o £p—MCCC foi o algoritmo que atingiu os maiores valores de
SER nessas simulagdes. Como esperado, independente do algoritmo testado, aumentando
o numero de elementos ndo nulos S no vetor esparso implica num aumento da dificuldade
da reconstrugdo.

Um parametro importante no problema de amostragem compressiva € o nimero de
medidas realizado. Para testar a variacdo do método a esse parametro, simulagdes foram
realizadas variando o nimero de medidas M de 64 a 512 no mesmo ambiente de ruido
impulsivo com GSNR = 25 dB e a.=1.5. A Figura 4.20 mostra a SER média de 103
simulagdes para cada algoritmo e dois niveis de esparsidade S ={16,32}. Como pode
ser visto na Figura 4.20, o NESTA mostra um bom desempenho principalmente quando
menos medidas sdo usadas. Entretanto, aumentando o nimero de medidas fez com que o
desempenho do método caisse de forma acentuada devido a presenga do ruido impulsivo.
Por outro lado, tanto o /,—-LMS quanto o {,—MCCC tiveram seus desempenhos incre-
mentados com o aumento do numero de medidas. Entretanto, como o £p—MCCC usa a
correntropia complexa enquanto funcao custo, ela é capaz de extrair mais informacdo dos
dados do que o ¢p—LMS, justificando os valores de SER maiores.

A Figura 4.21 mostra o desempenho do algoritmo /p—MCCC em funcdo tanto de o
quanto do GSNR, ambos parametros de controle do ambiente de ruido impulsivo. Como
esperado, o desempenho do algoritmo decai quando a poténcia do ruido aumenta e ele se
torna mais impulsivo.

O tamanho do kernel é um parametro extremamente importante no desempenho do £y—
MCCC. Como foi dito, ele € um parametro livre e controla a convergéncia, desempenho
em regime e robustez ao ambiente impulsivo. A Figura 4.22 mostra o SER médio do /p—
MCCC quando submetido a diferentes valores de GSNR e tamanhos de kernel 6. Como
pode-se notar, o desempenho do algoritmo estd intimamente relacionado a escolha do
valor do kernel, inclusive para mesmos valores de GSNR. Ajustando corretamente o valor
da largura do kernel faz com que o ¢p—MCCC atinja valores de SER mais altos do que o
£o—-LLMS e o NESTA num ambiente de ruido impulsivo.

O desempenho do /p—MCCC em fungio dos parimetros A e 3 é estudado na Figura
4.23. O resultado apresentado é uma média de 102 simulagdes. O objetivo é reconstruir
um vetor esparso de tamanho L =1024 e § =32 elementos ndo nulos usando M =512
medidas. Estas, contaminadas com ruido impulsivo modelado através de uma distribui¢ao
alfa estdvel com GSNR =20 dB e oo =1.5. O pardmetro B na Equacéo (4.24) controla a
regido de atragdo da estratégia de aproximagdo do gradiente da norma £, enquanto que
o pardmetro A controla a importincia da aproximagdo na atualiza¢do do vetor esparso,
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Figura 4.18: Resultado tipico da reconstru¢do de um vetor esparso de comprimento L = 1024
onde S = 32 elementos sdo nao nulos. M =512 medidas contaminadas com ruido impulsivo foram
utilizadas ( o= 1.5, GNSR=20 dB). (a-b) NESTA alcancou um SER de 7.74 dB; (c-d) ¢p-LMS
obteve um SER de 9.73 dB; (e-f) {p—MCCC atingiu um SER de 27.70 dB. O £,—MCCC, que usa
a correntropia complexa como fungdo custo, conseguiu reconstruir um vetor esparso muito mais
proximo do vetor original do que os outros algoritmos testados £p—LLMS e NESTA num ambiente

de ruido impulsivo.



CAPITULO 4. APLICACOES 68

35 -
30 -
25
20
a 15 |
=
10 +
e
Bl ——(,—-MCCC S=16
y - % -L-MCCC S=32
0 NESTA S=16
= - -NESTA S=32
L% & —s—{0—-LMS S=16
10T &7 fo-LMS S=32
_15‘{ 1 1 1 1
10 15 20 25 30
GSNR

Figura 4.19: SER médio de 103 simulagdes mostrando o desempenho dos algoritmos
na reconstrucdo de um vetor esparso complexo, sobre diferentes valores de GSNR e um
o = 1.5 fixo. § é o nimero de elementos ndo nulos no vetor esparso. Note que, quanto
maior for o GSNR, menor a poténcia do ruido.

como mostra a Equacdo (4.25). Como pode ser visto na Figura 4.23, existe uma pequena
regido de A e 3 que faz com que o £p-MCCC atinja um bom desempenho, o que indica o
quao sensivel € o algoritmo a escolha desses parametros.

Em sintese, o0 método proposto {o—MCCC tém os mesmo parametros livres do algo-
ritmo da literatura que resolver o mesmo problema para o caso real, o {o—MCC. Sio eles
o tamanho do passo do gradiente u; o pardmetro de regularizagdo A; a zona de atuagio do
atrator 3; e a largura de kernel 6. Como foi mostrado nessa se¢io, ao regular os parime-
tros livres € possivel fazer com que o £p—MCCC consiga reconstruir com sucesso o vetor
esparso em um ambiente de ruido impulsivo, de forma mais precisa do que os algoritmos
classicos da literatura NESTA e /p—LMS.

4.6 Similaridade entre Angulos

A correntropia convencional necessita de adaptacdes quando trata de similaridade de
dados peridédicos como em [Huijse et al. 2012]. Isso fica explicito no problema de si-
milaridade entre angulos pela nio linearidade introduzida entre o primeiro e o ultimo
quadrante, implicando em que angulos que estdo muito préximos no circulo, como por
exemplo { =350° e 0 = 5°, possam aparentarem estar mais distantes por exemplo, do que
os angulos y = 100° e Q =200°, ja que o erro entre eles é maior, isto é: |350° -5°| >
|100° —200°|.
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Figura 4.20: SER médio de 103 simulacdes mostrando o desempenho dos algoritmos
testados sob multiplos nimeros de medidas realizadas M e parametros do ruido fixo em
GSNR=25dBe a=1.5.
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Figura 4.21: SER médio de 102 simula¢des do £o-MCCC em func¢do do GSNR e do indice
de estabilidade, o, ambos parametros de controle da distribui¢c@o alfa estdvel que modela
o ruido impulsivo.
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Figura 4.22: SER médio de 10? simulagdes do £)-MCCC com o = 1.5 e em fungdo da
poténcia do ruido GSNR e do tamanho do kernel G.
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Figura 4.23: Desempenho do /p—MCCC variando os parimetros A, que pondera a im-
portancia da aproximacao do gradiente de ¢y, e de 3, que controla a zona de atuacdo do
atrator. A Figura é uma média de 102 simulagdes de Monte Carlo.

E possivel modelar dados cujo dominio s@o angulos dentro do circulo unitdrio em um
nimero complexo que tem fase igual ao angulo e médulo unitario. Por exemplo, seja ¢ um
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angulo em radianos, é possivel escreve-lo como o complexo equivalente z = |1]-exp(j0).
Dessa forma, a correntropia complexa abre a possibilidade da andlise de similaridade
entre Angulos. A Figura 4.24 mostra os Angulos 6 = 5°, ¥ = 100°,Q =200°,0 =215° e { =
350° representados pelos complexos equivalentes z; = (0.9962 + j0.0872),z, = (0.9848 —
70.1736), 23 =(-0.1736+0.9848), z4 = (-0.9397-j0.3420) e z5 = (-0.8192- j0.5736),
respectivamente.

0.5 -

zZ1

z3 25

-0.5 + Z4

o
(9]
o
o
(9]

Figura 4.24: Numero sobre circulo unitdrio

Criando vetores aleatérios com distribui¢do gaussiana com média em cada um dos
angulos e variancia 5, como mostra a Figura 4.25, € possivel construir o seguinte compa-
rativo mostrado na Tabela 4.2:

Vo(,1) | L(21) | L(z2) | Z£(23) | Z(24) | £(25)
Z(z1) [ 03989 | 0 0 0 0
Z(z) | O | 03989 | 0 0 0
£(z3) 0 0 0.3989 | 0.1191 0
£(24) 0 0 0.1191 | 0.3989 0
Z(z5) |0 0 0 0 | 0.3989

Tabela 4.2: Correntropia entre os vetores de angulos que seguem distribui¢do gaussiana
com média € z;, com i = [1,5] e variancia 1.

E possivel notar que a correntropia entre os vetores angulo € sempre zero com duas ex-
cecoes: quando o vetor € comparado com ele mesmo, onde a correntropia atinge o seu va-
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Figura 4.25: Angulos dentro do circulo unitdrio

lor méximo Vg_(X,X) = 1//21=0.3989, e Vo1 (£(23), £(23)) = Vou1(£(23)), £(23) =
0.1191, ja que os vetores apresentam alguma similaridade dado a proximidade entre as

médias (200° e 202°).

Fazendo a mesma andlise para com os vetores complexos usando a correntropia com-

plexa, obtém-se:

Como no caso real, a diagonal principal da Tabela 4.3 € o valor de maximo da corren-
tropia complexa Vé:l (X,X)=1/2mn=0.1592. Entretanto, pode-se notar que a correntropia
complexa Vézl(zl,u) € proxima do maximo (0.1538), em vetores cujos os angulos es-
tdo no primeiro e no ultimo quadrante, respectivamente, além de ser préximo da maxima
também entre z3 e z4, mostrando-se assim uma ferramenta adequada para analisar simila-

ridade entre angulos.

Vézl(',-) 7 ) 73 Zy4 75
Z 0.1592 | 0.0537 | 0.0223 | 0.0225 | 0.1538
') 0.0537 | 0.1592 | 0.0493 | 0.0476 | 0.0416
3 0.0223 | 0.0493 | 0.1592 | 0.1590 | 0.0246
Z4 0.0225 | 0.0476 | 0.1590 | 0.1592 | 0.0251
Zs 0.1538 | 0.0416 | 0.0246 | 0.0251 | 0.1592

Tabela 4.3: Correntropia complexa entre os vetores de nimeros complexos equivalentes

aos angulos da Tabela 4.2.
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Conclusoes

Este trabalho propos uma nova medida de similaridade entre varidveis aleatorias com-
plexas chamada correntropia complexa. Ela foi desenvolvida baseado na interpretacao
probabilistica que a correntropia convencional possui. Para isso, a correntropia convenci-
onal foi estudada e sua teoria foi revisitada para se derivar e definir essa nova medida de
similaridade que pode lidar com dados complexos. Além disso, uma breve recapitulacdo
a cerca dos nimeros complexos e do espaco de Hilbert foram apresentados.

Foram estudadas e expostas propriedades da correntropia complexa, mostrando que
essa nova medida consegue herdar as caracteristicas que tornaram a correntropia uma
medida de similaridade em franca ascensdo com aplicagdes nos mais diversos campos da
engenharia.

O critério de méxima correntropia complexa (MCCC) foi definido, habilitando o uso
da correntropia complexa como funcao custo em problemas de otimizacao. Uma solugao
baseada no gradiente ascendente e em ponto fixo sdo apresentadas, ambas baseadas no
calculo de Wirtinger. Ainda em relacdo ao MCCC, trés estratégias de kernel adaptativo
foram definidas: AMCCC, SMCCC e VKW-MCCC.

O MCCC foi aplicado a um problema de identificacdo de sistemas lineares e a um
problema de equalizac¢do de canal, tendo superado métodos tradicionais como o CLMS,
CRLS e o LAD em ambientes de ruido ndo-gaussiano. As estratégias de kernel adaptativo
foram confrontadas com a escolha de um valor de kernel fixo, mostrando-se estratégias
vélidas porem ndo eliminando completamente a dependéncia de um parametro livre.

Foi definida a métrica induzida da correntropia complexa. Ela foi aplicada ao pro-
blema de amostragem compressiva mostrando-se mais eficiente do que um algoritmo tra-
dicional da literatura NESTA. Ainda no problema de amostragem compressiva, 0 MCCC
foi utilizado juntamente a um estratégia de aproximacgdo do gradiente da norma ¢ para
produzir um novo algoritmo denominado /,—MCCC. Este algoritmo foi capaz de supe-
rar tanto o NESTA quanto o /yp-LMS na reconstrucdo de vetores esparsos complexos em
ambientes de ruido impulsivo.

Além disso, mostrou-se como a correntropia complexa pode ser aplicada ao problema
de similaridade entre dngulos.

73
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5.1

Lista de publicacoes
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Apéndice A
Correntropia como integral de fyy na

retax=y
Estima-se a Correntropia a partir dos dados {(x,-,y,-)}i.\i | como
. 1 X
VG,N(XaY):NZGG(xi_)’i)y (A.1)
i=1
onde
L[ G-y)?
Go(x-y) = - . A2
G(;x y) \/GZEE(S ( 2(52 ( )
(A.3)

Deseja-se mostrar que:

SSINN 1 N
f fXY(xvYae)d”| =N > G 5(xi—yi)
—00 =u i=1

x=y=

Prova:
Seja o estimador de Parzen L-dimensional:
I - L5 L3ty (A4)
X1,X2,...,XN) = — exp| —== Xj—x .
N 5 (2n02)% 202\ 5
(A.5)

Uma outra forma de escrever esse estimador €:
2 1.2 1 XL 1
. x (a2 xh) = N Y [1Gs(x -x7)
n=11=1

No caso matricial, para L = 2, temos o estimador de Parzen bi-dimensional como:

I

R 1 N 1 1 1
_ . . 02
Xy)=—> exp| —=[x—xi,y-vi
fXY( y) N ¢ (27592)% p( 2[ Y y][ 0 _612 y—Yi

i=1

Assim:
81
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N 1 )
+ A7
Deseja-se analisar a probabilidade de que x =y = u. Temos que escrever fxy (x,y) da
seguinte forma:

2 1 2 2
Fr (x,y) = Z (mz) ( 5z [(u=x0)%+ (u=) ]) (A8)
E em seguida resolver a integral:
[ horGey)ad (A9)
—o0 x=y=u

Para resolver essa integral é necessario reescreve-la da seguinte forma:

f Fxr (x, y)du L fN 1(2%92) ( %ez(a(u—b)2+c))du (A.10)

,/OONZ(ZRGZ)exP( 292a(u b) )exp( 262)du (A.11)

Os coeficientes a, b e ¢ sdo obtidos a partir da técnica de completar quadrados:
(u-x)+(u-y))*=a(u-b)*+c (A.12)
2u2+xl-2+yl.2—2u(x,~+yi) = au?® - 2uab+ab*+c (A.13)

Assim temos que a,b e ¢ valem:

a=2 (A.14)

b= _(xz;yi) (A.15)
—v.)2

. % (A.16)

Agora, voltando a integral A.11, temos:

2
o] N 2(u—b)> i)

- [ = _uo)” - d A7

[ NZ(27:92)€XP ( 202 P\ T e | (A-17)

Crerdo1 (u-b)? (xi=y)?
‘Lozv;meme””(‘ 02 )ex’)(_T & (A9
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Sabe-se que, para um x,u,e G genérico temos:

21750/::% ( 292( bz))zl (A.19)

Fazendo 62 =262, temos 6 = G\/i, substituindo na equagdo encontramos:

o1y 1 1 exp (u-b)* o (xi-wi)? y
‘[ooN;(mm)(mm) ( 2 ) p( 0 )d (420

Sabendo que a segunda exponencial é independente de u, rearranjamos a equacao
retirando também as constantes de dentro da integral:

1 ¥ 1 ; —b)2
L S N ( (i - y2 )f ( (u 2) )du (A21)
N7 2o 211; 80 2n6 20
Como mostra a equacdo A.19, a integral agora vale 1. Assim:
2 1y 1 (xi = yi)?
c)d =— — A22
[waY(xaya ) u|x:y=u N,’;l 26 /_ZTCexp( 8(52 ( )

Pode-se manipular mais uma vez a largura a fim de condicionar a integral. Fazendo
862 =260 ou20=9"

[:fxy(x,y, 9’)du‘x:y:u 1 lNl N xp( (xl(e?])lg ) (A.23)
Onde a 0’ se relaciona com a largura original 0 pela seguinte relaco:
=0V2 (A.24)
Portanto:
o 1 N
J oo =556y si-x) (A25)



Apéndice B

Analise da Expansao em Série de Taylor
da Correntropia com kernel Gaussiano

A correntropia € definida como

onde Ks(.) é qualquer kernel positivo definido com tamanho de kernel 6, E[.] é o opera-
dor valor esperado e X,Y € R duas varidveis aleatdrias reais.
O kernel mais utilizado é o gaussiano, definido como:

Ks(x,y) =Gs(x-y) = ﬁexp(—(xz_c);)z) (B.2)

onde ¢ € o tamanho do kernel.
Usando o kernel gaussiano da Equacao (B.2) na correntropia e fazendo a expansdo em
série de Taylor, pode-se obter

RS G O
\/_ 22m02m

m=0

Vo(X,Y) = E[(X-Y)*"] (B.3)

Prova:
Em primeiro lugar, assumindo a nota¢ao

9Gy’ (8)
08[#]
é a k—ésima derivada de G(9) em relacéo a d.
Assim, fazendo e = X Y, € possivel dizer que as derivadas do kernel gaussiano sao:

1 2
Ggl](e) = %(—éexp(—%)) (B.4)

e? e? 1 e?
Y0 e ) a5 o
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PN S I S I
Go (e)—\/ﬁc((cz)zexp( 2(52) (62)3exp( 752 (B.6)

1 3 e2 e? e? et e2
Gg4](e):m(mexp(—262)— (62)3exp(—262)+ (62)4exp(—ﬁ)) (B.7)

5] 1 10e3 e? e e? e 2

G =— | —— - - - - -— B.8
c (e) \/ﬁc ( (62)4exp 262 (62)5 exp 262 (62)3 exp 262 (B.8)
e assim por diante.
Avaliando o valor das derivadas no ponto e = 0, temos:

-0)0 ! -0)! " —_0)2 1" M3
VG(X,Y):E[G(O)(e 0)°, G'(0)(e=0)!  G"(0)(e-0)* G"(0)(e-0)%
0! 1! 2! 3!
(B.9)
Avaliando as fung¢des e suas respectivas derivadas quando e = O:
Gole=0) == (B.10)
216
Gy '(e=0)=0 (B.11)
e ()
G (e=0)=——(-& (B.12)
Gg)(e=0)=0 (B.13)
4, o 1 3
Go (e=0)=——- (—(62)3) (B.14)

e assim por diante.
Como a fungdo G e suas respectivas derivadas tem em comum a constante ﬁ, é

possivel escrever:

1 1e2 3¢t 156 105¢8 045¢10
Vs(e) ZEl—ZnG (1+0_—2!(02)1 +0+ AL +0- CAE +0+ R +0——10!(02)5 +)]
(B.15)

Sabendo que E[aX ] = aE[X], pode-se escrever a Equacdo (B.15) como:
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1 le? 3et 156 1058 945¢10
Vs(e) :——27t0E 1+0- 21(67)] +0+ CAE +0— CAE +0+ 81(07)] +0- 1012y +
(B.16)

O denominador da sequéncia dentro do operador valor esperado pode ser reescrito
como:
1,2!(c*)!,4!(6%)2,6!(c?)3,... = (2m)!(c*™), form=0,1,2, ... (B.17)

Analisando os termos ndo nulos do numerador dentro do operador valor esperado,
temos:
1,-1¢%,3e* —15¢%,105¢%,-945¢19 ... (B.18)

A sequéncia 1,1,3,15,105,945, ... pode ser obtida pela féormula:

(2m)!
| —
n!l= T (B.19)
que € chamada como fatorial duplo de n, quando n € um ndmero impar.

Assim, € possivel reescrever a Equacao (B.15) como:

1 @m(x-y)y(-npm| 1 & (= 1)’" 2
Vi =— [(X-Y)T™
o(e) = 216 mZ:O m!2m(2m)!c2m 27t(5mz_: 2mg2mpy EL )™
(B.20)

que completa a prova.
Uma outra forma de realizar a prova € usar a série de Mclauren da funcio exponencial.

0o P
exp” = p} (B.21)
n=0"""
que converge para todo x. Assim, fazendo x = (Xz ? , pode-se reescrever a Equacdo
(B.1) usando o kernel gaussiano como:
1 X-Y)?
Vo(X,Y) = E[Ko(X,Y)] = E exp - XY (B.22)
216 20
Assim, é possivel dizer que
1 (X-Y)?2
Vo(X,Y)=—FE -— B.23
G( ’ ) \/ﬁc lexp( 262 )] ( )

mas "
(x-v)

exp( (x- Y)Z) i(—z ) gy

m! = ml(20%)m

m=0
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O que nos leva a

1 o (1)m

VoY) = e D g ELX )] (B.25)
Analise
Vamos analisar a Equacdo (B.15):
1 1e? 3et 15¢6 10568 945¢10
Vs(e) :—ZRGE[1+O_ 21(67)1 +0+ (o7 +0- 61(67)’ +0+ 81(07)] +0- 101(0)3 +

Conforme o tamanho de kernel ¢ cresce, os momentos de ordem superior decaem
mais rapidamente devido ao denominador. Dessa forma, os momentos de segunda ordem
tendem a dominar a equacgdo, fazendo com que a correntropia se aproxime do valor da
correlacdo (de forma enviesada).



Apéndice C

Correntropia complexa como integral
de fxyzwnoplanox=yez=w

Assumindo que dados {(x;,y;,zi,5;)~,} sdo tirados da distribui¢do conjunta fryz, €
S€ja foyy,s @ estimagdo de Parzen como tamanho de kernel G, a correntropia complexa €

estimada com tamanho de kernel ¢’ = 6\/2 € a integral de fcms no plano formado por
X=yez=s.

(C.1)

VGC;(CI,CQ)=fffcxyzs(x,y,Z,S)dM1dM2

—00 —00

X=y=ul),Z=s=Uy

Prova:

Assumindo duas varidveis aleatdrias complexas C; =X+ jZe C, =Y +j S, onde C,C; €
C, e X,Y,Z,S sdo varidveis aleatdrias reais. A correntropia complexa foi desenvolvida
para manter a interpretagdo probabilistica da correntropia. Assim, estimar a correntropia
complexa usando o kernel gaussiano significa estimar a densidade de probabilidade do
evento C1 = (3, que implica na estimacdo da da densidade de probabilidade do evento
X =Y eZ=S5. O motivo disso é que, dois niimeros complexos sdo iguais quando ambas
parte real e imagindrias sdo iguais, logo:

PCi=C)= [ [ [ [ Forzs(erzs)d-)8(z-s)dudydzds  (€2)

—00 —00 —00 —O0

Quando x =y e z =+, a equagdo (C.2) pode ser rescrita como:

p(cl=C2)=[/fxyzs(x7y,z,s)du1duz . =[ffxyzs(ul,Ml,uz,uz)dulduz (C.3)
X=y=u1,2=5=U>

—00 —00 —

que € o lado direito da igualdade da equagdo ( C.1).
Vamos usar a equacdo 3.11, que estima a correntropia a partir dos dados usando o
kernel gaussiano:

1 1 X (X0 = V)% + (20— 5n)?
Vs (C1,C2) = 2ne2 N Zlexp(— — 262 — €4
n=
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Assim, para completar a prova é preciso obter a equagao (3.11) a partir da resolucao
da integral dupla da equacdo (C.1).
Primeiramente, substitui-se fxyzs pelo estimador de Parzen definido como:

A 1 XL
Fooxe, xe(xho?,xh) = N S []Gs(x -x) (C.5)

n=11=1

1 x2
Go(x) = mexp )

Assim, usando L =4 na equacgao (C.5) e substituindo fXYZS na equacao (C.3):

onde

vE(C,,G) = /°°f°° 12\’: Go(uy —xn) Gs(uy —yn) Gs(up — zn) Go (U — s, )duduy  (C.6)
) N o

—00 — 00

A melhor maneira de resolver essa integral dupla e reescrever a equacao (C.6) fazendo:

ve(c,.c :ff— (—— —b)24d (ur—1')> )dd

R A 1 1

o (c.7)
Os coeficientes a,b,a’,b’ e ¢ sdo obtidos pela técnica de completar quadrados:
(g =)+ (uy =) + (o —2) > + (up - 5:)? = a(uy - b)* +a' (uy - b')* + ¢ (C.8)

Desenvolvendo o lado direito da equacgao (C.8):
au% +a u2 2uiab-2ura'b’ +ab®+d'b"”? +c
E depois o lado esquerdo:

ZM%+2u%+xl-2+yl-2+zi2+si2—2u1(xi+y,~) —2uy(zi +5;)

Assim, pode-se afirmar:

. . . . —v.)2 . ¢.)2
(x,ery,); b = (Zl;Sl); and ¢ = (xi i) ‘2"(Zl 5i)
Usando esses valores na equagdo (C.7), obtém-se:

a=a =2;b=
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[rid (0-b2\ ( (wa-b) )
:léﬁzmnzc“)mp(_ 162 )exp(—ZT exP(_z_Gz)d”Id”‘Z (C.9)

Fazendo o2 = 202, pode-se reescrever a equacdo (C.9) como:

f]N, 1(2n62)(27:;62)”‘”(‘%28;)2)ex’)(_%)exp(-@)dmduz (C.10)

Mas

(ko) [ 52 ) [ 2o

Logo, a equacao (C.10) pode ser escrita como:

C _ (xi =yi)* + (zi = 5i)?
Vo (C1,C2) = (2 492) Zex ( 862
Ou, fazendo 862 = (20")2:

1 (xi—yi)* + (zi—s:)*
VE(Cy,Cr) = C.12
(5( B 2) (2 (G,)z) Zexp( 2((5’)2 ( )
Onde ¢’ = 6v/2, que implica em:

VC(Cl,Cz ZGG\/_(X” Yn)GG\/‘(Zn Sn)

O estimador ndo paramétrico da correntropia complexa usando o kernel gaussiano
pode ser escrito como:

Vs (C1,C) = E[GS(C1 - ()] (C.13)
onde i (€1 -C)(C-Cr)*
C 3 1—C2)(C1—-C2
Gs(C-Cy) = 27t62exp(— = ) (C.14)
Ou, de forma alternativa:
L& () (sl
VE(C,Ch) = —— B UL nn C.15
s (C1.C2) 27t62an_:lexP( 202 (15
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Analise de convergéncia

Analisa-se aqui a convergéncia do algoritmo de gradiente ascendente estocéstico que
usa o critério de maxima correntropia complexa como fung¢ao custo. A andlise foi baseada
na versao real realizada no trabalho [Al-Naffouri e Sayed 2001]. Inicialmente, o algoritmo
descrito pelq Equagao (3.64) pode ser reescrito como:

Wil = Wit f[en]Xy, n20, (D.1)

onde M € o passo do gradiente e f[e,] é uma fungdo ndo linear em funcdo do erro e(i),
que pode ser escrito como:

Fle(i)] = exp (- 955 ) e (D2)

202
Assume-se que o sinal desejado d,, pode ser expresso como:
dp = WHXy + vy, (D.3)

onde w, € o vetor com os valores 6timos que devem ser estimados. v, € o ruido aditivo.
Dessa forma, a estimagao do erro no instante n € dada por:

en=d,-wix, =wix, —whx, +v,. (D.4)

Considerando que o vetor erro dos pesos pode ser definido como W, = w? —w,,, pode-se
definir os erros a priori e a posteriori da seguinte forma:

eqa(n) =Wx,, ey(n)=w x,. (D.5)

Assim, a regra de atualizacdo dos pesos da Equagdo (D.1) pode ser reescrita como:

Wil :Wn"'nf[en]xw (D.6)

Multiplicando os dois lados da Equacdo D.6 pelo Hermitiano x,, € manipulando a
Equagdo D.5 , é possivel determinar a relagdo entre o erros e,(n), e,(n), e e, da seguinte
forma:

ep(n) = ea(n) =M1 [en] %] (D.7)
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Para eliminar a ndo linearidade f[e,] da Equagdo D.6, é possivel combina-la com a
Equacgdo D.7 para obter:
*  Xp

Waet =Wy — (ea(n) —ep(n)) (D.8)

[l

Como o objetivo de seguir uma abordagem baseada em energia, também realizada no
caso real por Al-Naffouri e Sayed (2001), pode-se elevar ao quadrado os dois lados da
Equacio D.8 para obter:

" X
) x(\Tvn—(ea(n)—ep(n))* - ) (D.9)

2
x|

ot - (wn—(eam)—ep(n))*

2
%]
Depois de manipular a Equacdo D.9, € possivel obter a relacdo de energia:

2

é€p\n

2 ep)]

.
[xx]

Usando o operador valor esperado em ambos os lados da Equacdo D.10 e depois
substituindo na Equagdo D.7, representando o erro a posteriori e, (n).

2
- 2 éq\n -
TR L) ey

Han2 (D.10)

E[[Wn1 ] = E[|9]*] -2nE [Re {ea(n) fTeal}] +02E [ Plenl I3 ?] - @11

A convergéncia do algoritmo proposto depende da escolha do passo do gradiente.
Assim, € utilizado a abordagem de Lyapunov € utilizada para obter a convergéncia em

um limite superior no qual E [HWn ||2] permanece uniformemente limitado. Analisando a
Equacdo D.11, é possivel escrever:

E[ W1 ] < E[|9]]
= ~2nE [Re{ea(n)/ [e2}] (D.12)
E[Ple] xl*] <0

A partir da Equacao (D.12), é possivel dizer que o passo do gradiente pode ser esco-
lhido da seguinte forma:

E[Re{e,(i)f[en]}]
<2
T e ]

- o2 A . .
A sequéncia E [Hwn I ] dos pesos da poténcia do erro vai decrescer e ser limitada

inferiormente, o que garante a convergéncia. Dessa forma, a condicdo para garantir a
convergéncia pode ser expressa como:

(D.13)
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E[Re {ea(n)flea))]
1/2°
ELTe)E[Ix)"]"

Assumindo que o filtro é longo o suficiente de tal forma que e,(n) é uma Gaussiana de
média zero e que o processo v, é independente, € possivel definir as seguintes afirmacdes
[Al-Naffouri e Sayed 2001, Chen et al. 2017]:

N <2inf

n>0

(D.14)

ho[E[2(m)]] =% mﬁ‘;é’é%%”“ : (D.15)
he|E[ea(n)]] 2 E[f*en]]. (D.16)

Portanto, a condi¢do suficiente para a convergéncia pode ser estabelecida substituindo
as Equacgdes (D.15) e (D.16) na Equacao (D.14), o que resulta em:

2 E[e2 -hg [E €2

ne I”GM RAM]G[[%MHO. D.17)
E [[xi 17\ he [E [ez(n)]]

Como todos os termos da Equagdo (D.17) sdo fungdes de E[e2(i)], é possivel enfatizar

esse aspecto na Equagdo (D.18) para indicar que a minimizagao vai ser feita sob os valores
de E[e2(n)].

2 E[e2(n)]-hg[E[e2(n)]] ) (D.18)

nN<——| in

Euﬁum(ﬂaM] he[E[e(n)]]
Por fim, se o passo do gradiente segui a condi¢@o descrita na Equacdo (D.18), pode-se

afirmar que o algoritmo vai convergir.



Apéndice E

Algoritmo do MCCC com Ponto Fixo
sem usar o Calculo de Wirtinger

Relembrando a funcao custo

Juccc ZE[Go(d—WHX)] = E[GS(e)]
(d YI)(d yl)
v (- )

2n62 NS 262

men el i)

onde y; = wHx;, e x; é 0 i—ésima coluna da matriz de entrada X. Para derivar a solucdo de
ponto fixo € necessério fazer a derivada da fungao custo (Equacgdo E.1) em relagdo a w, e
w; e igualar a zero.

(E.T1)

dImcce _ 0 e dImcce _ 0

(E.2)
8w, aW,'
O que € equivalente a
dJmccc _ y 8l3
ow, 2n62 Z =0 (E.3)
© N
= — =0 E4
ow; 2162 N Z:l exp(B) ow; (E4)
Vamos chamar 3
B= ——(dd* dxfw —whxd* + wh xx"w) (E.5)
e expandir os termos internos, comecando com dd*
dd* = (d,+ jd;)(d, - jd;) = d? +d? (E.6)

Em seguida, dx"w:
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dxfw = (d,+ jd;) (xI - jxI) (w, + jw;) (E.7)
= [(dxI +dixD) + j(dixE —d,xD) ) (wy + jw;) (E.8)
= (dxI +dxDYw, + j(dxE +dxDYw;+ j(dixt —dxDyw, + 2 (dx] —dx")w;  (E.9)

= (dxI +dixDYw, + j(dxE +dixD)wi+ j(dixE = dxD)w, - (dix! —dxD)w;  (E.10)

Depois, wi xd*
whxd* = (wl —-wl)(x,+ jx;)(d, - jd;) (E.11)

= (Wl —wD)[(x,d, +xid;) + j(xidy —%,d;)] (E.12)
=wl (x,d, +x;d;) + jw! (xid, —x,d;) — jWT (Xpdy +Xid;) - j? (Xidy —X,d;) (E.13)
=wl (x,d, +x:d;) + jw! (xidy —x,d;) = jw! (X, +x:d;) + W (xid, —X,d;) (E.14)

e, por tltimo wf xx"w

H o H T _ T T T :
woXXTw= (W — jw; ) (XX, +XX; ) (W, + jW;) (E.15)
Te T +wlvnd — iwlx <7 — rwlxx] :
= (W, XX, + W, X;X; — JW; X, X, — JW; X;X; ) (W, + jw;) (E.16)
= WrTx,erw,+w,Tx,-XiTwr—jwl-Tx,erw,—jwiTxixiTwr+ E17)

T T T T 2 T T 2 T T
+JW, XX, Wi+ JW, X X; W — J“W; XX, Wi — J“W; X;X; W;

= W,Txrx,Tw, + W,Txixl-Tw, - jwiTer,TWr - jWiTXl'XiTWr+
T T T T To T ToT (E.18)
+JW. Xp X, Wi+ JW, XiX; W+ Wi XX, W, +W; X;X; W;
Assim, é possivel obter as derivadas
odd*
=0 (E.19)
ow,

ddx"w T TNT |, (T TN\T -
W - (drxy; +dix; )" + j(dix, —dyx; )" = (x,dr +Xx;d;) + j(X,d; — X;d}) (E.20)
-
owlixd* _
Sw = (err +X,'di) + ](X,'dr _eri) (E21)
,
owH xxH
W = ZX,XrTwr+2x,-xiTWr— jwiTxrerw,— jwl-TxixiTwr+ jerxrerW,- + jerxixiTwi
’ (E.22)
owHxxH
oW XXTW_ 2xrerwr + 2X,'Xl-TWr (E.23)

ow,.
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aav[:r _ —2%2(0— [(xrdy+Xid;) + j(Xdi = Xid,) ]| = [ (Xpdyr +Xid;) + j(Xidr —X,d;) + (E.24)

+2%,XE W, +2x;x] W, ])

0 1
3 p aly= (-2x,d, - 2X;d; + 2%,x  w, + 2X,’Xl-TWr) (E.25)
W,

Substituindo E.45 em E.3, € possivel obter

dJmccc I 1 1 ZN
ow, 2022102 N & exp(B)(~2X,d, — 2Xid; + 2%, % Wy +2x;x[ w;) =0 (E.26)
dJuccc 11 ZN T T
ow, 202 2m0? N exp(B) (=X, —Xid; + X,X; Wy +X;X; W;) =0 (E.27)

dwcce |, 1 1 Zexp(ﬁ( (%o +x0di) + (x,x7 +xx7)w,) =0 (E.28)

ow, 262 2162 N
dIucce :ZIEV:GC (en)(=(xrdy +Xid;) + (x,XT +x:x7 )W, =0 (E.29)
awr ot G\/z n rtr 141 < r Ui} r .
ucce _ g dy+x;d T xix)w, =0 E.30
v, Z (en) —(X,dr +Xid;) + (X, X +XiX; )W, = (E.30)
aJ,
% =- Z GC (e,,)(xrd +x;d;) + Zexp([.’))(xrx +x,x7 )w, =0 (E.31)
r n=1
N
Z en)(x,d +X;d; Zexp(B) X! +xx! )w, (E.32)
N N
W, = ZGgﬂ(en)(xrer+xixiT) ZGgﬁ(en)(drxr+dix,-) (E.33)
n=1 n=1

Agora, para encontrar a equagdo de ponto fixo de w;, podemos fazer

oycce . 1 1Y

ow; chzﬁ,;e

(E.34)

op _ 1 d(dd*—dx"w—wHxd* + wxx"w) _0 (E35)
ow; 202 ow;
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dx"w = (dxI +dix! Yw,+ j(dxE +dix] Ywi+ j(dix! —dyx] )w, — (dix! —d,x] )w; (E.36)

oxw T\T T T\T

. = j(dx! +dx! )T - (dx! -d,x]) (E.37)
oxflw
W, = —(x,d; —x;id,) + j(X,d, +X;d;) (E.38)

wixd* = wl (x,d, +xid;) + jw! (xidy = x,d;) = jw! (X,dy +Xid;) +W! (Xidy —x,d;) (E.39)

owr xd* .
Sw. +(xidy —X,d;) - j(Xpdr +X;d;) (E.40)
owl xd*
wav: = —(x,di—xdy) - j(X,dy +X;d}) (EAD)
1
wixxfw =
wlix,x w,+ W,TXiXiTWr - jWiTXrXrTWr - jWiTXiXiTWr+ (E.42)
+ jerxrerw,- + jerX,-X,-TWi + W,-TXrXrTWi + WiTXiXiTWi
owHxxH
W =2(x,xI w; +x;x7 )w; (E.43)
1
o 1 d(dd* —dxtw-wHxd* + wixxtw) (E.44)
ow; - 202 ow; ‘
ap 1 T T
5= _@(+2(eri —Xidy) +2(X,X; Wi +X;X; )W;) (E.45)
1

Usando a Equagao (E.45) na Equacao (E.4), temos

aJ, 1 1
R g Tesh D Z“P B (+2(xdi ~xidy) + 2(x,x] wi-+xix] )wi) =0 (E46)
aJMCCC G¢ di—x:d T 0 E47
ow; Z \/—(en)((xr ~Xidy) + (XrX W; +X;X; YW;) = (E.47)
N
A 52GE e (i) = (s xal )0 (B4S)

n=1

ZGC s(en) (Xrdi —Xidy ) + ZG salen) (x,xIw;+x;x] )w; =0 (E.49)
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—gGg\/z(e”)(eri -x;d,) = n]zr:l Ggﬁ(en)(xrerWi +x,X)w; (E.50)
N N
n; Gg\/z(en)(xidr -x,d;) = ,; Ggﬂ(en)(xrerw,- +Xl'Xl-T)W,' (E.51)
N N
Wi = n; Gi\/i(en)(drxi—dixr) r; Ggﬁ(en)(xrerwierixiT) (E.52)
Comparativo

Expandindo os termos de fora da funcdo exponencial da Equacdo (3.67), temos:

d*x = (d, - jd}) (X, + jX;) (E.53)
d*x = (d, X, +d;X;) + j(d,X; - d;X,) (E.54)
c
XX = (X, + X)) (X[ - jX]) (E.55)
= (X X7 +XX]) + j(XiX] - X, X[ ) (E.56)
= (X X7 +XX]) + (XX -XXT) (E.57)
xx7 = (x,x7 +x,x7) (E.58)

Assim, é possivel reescrever a Equacao (3.67)

w, = [GS ﬁ(en)(x,xrﬂx,-x,f)]—lc;g s5(en)(drX, +diX;) (E.59)

wi =[G (en) X X[ +XX[)]T'GE 1 (en)(d,Xi-diX,) (E.60)

que € equivalente a Equacao (E.33), finalizando a demonstragao.



Apéndice F

Correntropia Complexa com resposta
complexa

O kernel da Equacdo (F.1) faz com que a correntropia complexa tenha uma resposta
complexa.

(F.1)

Ao(x,) =exp(—xx 22332 +Yy )

Apesar dos produtos xx* e yy* serem reais, o produto xy* dentro da exponencial é
complexo. Dessa forma, a tinica coisa que precisa ser provada é que o kernel da Equagao
(F.1) € positivo definido, habilitando-o para ser usado na correntropia complexa. Devida
a extensdo dessa prova, ela € mostrada no anexo F.

O uso deste kernel faz com que a estimagdo da correntropia complexa seja V¢(Q,W) =
1 quando Q =W. Além disso, esse kernel tem a propriedade da simetria hermitiana, ou
seja Ac(x,y) = A (y,x)".

A seguir mostra-se a prova de que (F.1) € positivo definido:

Considerando as propriedades discutidas na sec¢do 2.2.10 e, seja x,y € C, deseja-se
provar que

xx*‘2””+yy*) (F2)

() =exp (-2

€ um kernel positivo definido. Para isso, podemos reescrever (F.2) como :

Xx* =2xy* +yy*
K5 (xy) =exp (-0

—XX* +2Xy* —yy*
=exp( = )

xx* 2xy* yy*
=exp (_262 ) exp ( 562 )exp (_2(52 )

Nessa forma, € possivel reescrever (F.3) como:

(F.3)

kG (x,y) = f(x) ks (x,y) £ () (F4)

99



APENDICE F. CORRENTROPIA COMPLEXA COM RESPOSTA COMPLEXA 100

onde .
£(x) =exp(—;”;2) (ES)
e, consequentemente,
AN
= - F.6
70 =exp(-253) (6)
Sabendo que exp(x) = exp(X), e possivel escrever (F.6) como:
T Yy "
7Y =exp (35 ) =exp(-35) &)

Além disso, deve-se ressaltar que:

2xy* xy*
k5(x,y) = exp( Py ) = exp( 2 ) (F.8)
Sendo assim, para provar que (F.2) é positivo definido, é necessario provar que (F.8)

também é. A secdo seguinte mostra a prova que exp(z) € analitica. Esse processo é
importante para realizar a prova.

F.1 Prova que exp(z), com z € C, é diferenciavel:
Seja z=x+ jy, temos:
exp(z) = exp(x+ jy) = exp(x) exp(jy) (F9)

Usando a relag@o de Euler: exp(ja) = cos(a) + jsin(a), temos:

exp(x) exp(jy) = exp(x) (cos(y) + jsin(y)

=exp(x) cos(y) + jexp(x)sin(y) (10

Para ser diferencidvel, exp(z) deve satisfazer as equacdes de Cauchy-Riemann, pro-
vando ser analitico (holomérfico):

du(x,y) _ 9v(x,y)

ox dy
W) __dulx,y) b
ox dy
Assim, deve-se escrever exp(x) na forma de f(x,y) = u(x,y) + jv(x,y):
exp(z) = f(x,y) = u(x,y) + jv(x,y) (F.12)

onde:
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u(x,y) =exp(x)cos(y) (F.13)

v(x,y) =exp(x)sin(y) (F.14)

Obtendo as derivadas parciais:

du(x,y) _ d(exp(x)cos(y))

= . = exp(x)cos(y) (F.15)
1) AN _ sy ©16)
) A0 sy siny E1)
) aug;,y) _ _a(eXP();)yCOS(y D) - _(Cexp(x)sin(y)) = exp(x) sin(») (F.18)

Como (F.15) = (F.16) e (F.17) = (F.18), exp(z) satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann,
provando sua analiticidade. Isso possibilita reescreve-14 usando a sua série de Maclauren
da seguinte forma:

exp(z) = Z_;)% (F.19)

F.2 Prova que k. = exp(xy*) € positivo-definido

Como exp(z) é holomdrfica, é possivel considerar z = xy* e usar a representa¢do da
funcdo exponencial e sua série de Maclauren (F.19).

. o) xy* ) . Ba 2 xy* 3
exp(xy ):Z%=I+xy L ;) L g') o (F.20)
n:0 . . .

E facil ver que (F.20) é uma combinacdo positiva e de produtos do kernel kl; mostrado
em (2.53). Logo, é necessario provar que k% (x,y) é positivo-definido para completar a
prova.

Prova que k3 (x,y) = xy* € positivo definido

Usando (2.52) em k% (x,y), obtém-se:
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Por fim, pode-se concluir que:

0 que completa a prova.

(F.21)

(F.22)
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